No-regret dinamika

Bevezetés

Kutatomunkam soran a no-regret algoritmusokkal és no-regret dinamikéaval
foglalkoztam.

A beszamol6 az els§ részében definidljuk a regret fogalméat és a no-regret
algoritmust egy jatékos esetén. A masodik részben bebizonyitjuk, hogy léte-
zik no-regret algoritmus, a harmadik rész pedig a no-regret dinamikardl szol,
ahol mar a tobb jatékos esetet vizsgiljuk.

No-regret algoritmus

Elgszor az egyszemeélyes esettel foglalkozunk, egy jatékos a ,termeészet” (el-
lenfél) ellen. Ilyen példaul a banki befektetés.

Legyen A a jatékos lehetséges cselekedeteinek halmaza, |A| =n, n > 2
Minden t = 1,2,...,T lépésben

e a jatékos valaszt egy p' kevert stratégiat, azaz egy valoszintiségi elosz-
last a lehetséges cselekedetein

e az ellenfél valaszt egy ¢ : A — [—1,1] koltségvektort (ez a jatékos
valasztasa utan torténik)

e a' cselekedet kivalasztésa p' alapjan. A jatékos megtudja ¢t koltség-
vektort, a koltsége ¢! (a').

A jatékos célja, hogy minimalizalja a koltségeit. A nehézség az, hogy a
vektor a p' kevert stratégia utan keriil kivalasztésra.
A célunk egy jo online algoritmus megtalalédsa a problémara.

Definicié. Online algoritmusrol beszéliink, ha az algoritmus futas kozben fo-
lyamatosan kap 4j input-értékeket (ellentétben az offline algoritmussal, ahol
az egész input rendelkezésre all kezdettdl fogva).

Megprobalhatnank az algoritmusunk koltségét a cselekedetek lehetséges leg-
jobb sorozatahoz, azaz Zthl minge 4 ¢! (a) értékhez hasonlitani, de ekkor prob-
léméba ilitkdznénk, ugyanis tekintsiik a kévetkezs példat: legyen a lehetsé-
ges cselekedeteink szama 2 és nézziink egy tetszéleges algoritmust. Minden
t lépésben legyen a nagyobb valoszintiséggel valasztott cselekedet koltsége
1, a masiké 0. Ekkor a varhato koltségiink legalabb %, még a lehets legol-
csObb cselekedet-sorozat koltsége 0 lesz. Tehat ha az algoritmusunk josdgat a



Zthl minge 4 ¢*(a) értékhez szeretnénk viszonyitani, akkor ,t1l sokat” fogunk
varni az algoritmusunktol. Ezért inkdbb a ,,gyengébb”, min,e 4 Zle c'(a) ér-
tékhez fogunk viszonyitani, azaz a legjobb rogzitett cselekedethez.

Definici6. Rogzitett ¢!, c?, ..., ¢! koltségek mellett az a', a?, ..., a’ cseleke-
detek sorozatanak regret-je az

L[ T
T Z c(a") — ggll c(a)
t=1 t=1
érték.
Tehat informalisan ez azt jelenti, hogy mennyivel jartunk volna jobban, ha a
valasztott a',a?, ..., a’ cselekedetek helyett minden lépésben a-t valasztjuk.

Definicié. No-regret algoritmus

e az ellenfél inputként kapja t-t, az algoritmus altal valasztott p', p?,...,p
kevert stratégidkat, az a',a?, ..., a’ ! cselekedeteket és ebbdl meghata-

roz egy c' koltségvektort.

e no-regret algoritmusrol beszéliink, ha Ve > 0-hoz létezik egy elég nagy
T = T(e), hogy minden ellenfélre a regret legfeljebb .

Megfigyelés. Az algoritmusnak randomizaltnak kell lennie.

Ha determinisztikus algoritmussal probalkoznank, azaz minden 1épésben egy
rogzitett a' cselekedetet hajtanank végre, akkor az ellenfél (tudva az algorit-
mus stratégiajat) megtehetné, hogy minden lépésben a véalasztott cselekedet
koltségét 1-re, minden mas cselekedet koltségét O-ra allitja. Ezzel biztositana,
hogy minden ¢ id6pillanatban a lehetd legkdltségesebb cselekedetet hajtsuk
végre. Az algoritmusunk koltsége igy T lenne, de a lehetd legjobb rogzitett
cselekedet koltsége legfeljebb % Ha csak két cselekedet van, akkor is a regret
legalabb %, tetszéleges nagy T-re.

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy van egy alsé korlat arra, hogy a regret
milyen gyorsan tarthat 0-hoz.

Példa. Legyen n = 2 a lehetséges cselekedetek szama és minden ¢ kolt-
ségvektor legyen 1 - 1 valoszintséggel (0,1) vagy (1,0). Ekkor barmely on-
line algoritmus varhato koltsége a t-edik lépésben %, a varhato Osszkoltség
%. Viszont a legjobb rogzitett cselekedet varhatd koltsége csak % — T,
ahol b egy T-t6l fiiggetlen konstans. Ennek az oka, hogy a T-szer ismételt

koltségvektor-valasztas binomidalis eloszlast kovet, mindkét vektort varhatéan

% -szer valasztjuk és a szorés %\/T Igy tetszoleges online algoritmusra lesz



olyan koltségvektor, amire a varhato regret legalabb by/T. Mivel ez az also
korlat igaz mar véletlen koltségvektor-valasztas esetén is, természetesen igaz
lesz minden, az ellenfél altal ,tudatosan” valasztott kdltségvektorra is.
Hasonloan megmutathato, hogy n lehetséges cselekedet esetén a varhato reg-
ret by/Inn/T, ahol b > 0 egy T-t6] és n-tdl fiiggetlen konstans.

Tétel (No-regret algoritmus létezése). Ha n a lehetséges cselekedetek
szama ¢és T > 41nn, akkor 1étezik online algoritmus, amire a varhato regret

legfeljebb 24/Inn/T barmilyen ellenfél esetén.

Egy ilyen algoritmus a Multiplicative weights, a kovetkezd részben ezt mu-
tatjuk be. Az elemzésbdl kapjuk majd a tétel bizonyitasat.

Multiplicative weights algoritmus

Az algoritmus mikodeési elve azon alapul, hogy a cselekedetekhez silyokat
rendeliink, és a stulyozas hatarozza meg, hogy egy t 1épésben melyik cseleke-
detet valasztjuk. Minden 1épésben az algoritmus egy cselekedetet a stlyanak
aranyaval azonos valoszintiséggel valaszt. A silyok csak csékkenhetnek, a
csokkenés mértéke attol fligg, hogy az adott cselekedet koltsége mekkora volt
a korabbiakban.

Tehat formalisan:

1. Kezdetben allitsuk minden cselekedet sulyét 1-re, azaz legyen w'(a) = 1
Ya € A-ra.

2. t=1,2,...,T-re:

t

o Legyen p' := %, ahol I'" =%~ _, w'(a), cselekedjiink p* szerint.

e A ¢ koltségek megismerése utan valtoztassuk a silyokat a kovet-
kezéképpen: w' (a) := w'(a)(1 — ec’(a)) Va € A-ra.

Itt € egy O és % kozotti érték, pontos értékét késébb valasztjuk meg.

Elemzés

Elég, ha azt az esetet vizsgaljuk, amikor a c',..., ¢! kéltségvektorok elére
rogzitettek. Ennek az az oka, hogy az algoritmus mikodése nem filigg a
kordabban valasztott cselekedetektsl, csak a koltségvektoroktol.

Legyen A a lehetséges cselekedetek halmaza, |A| = n és T > 41nn. Rogzitsiik
acl,c? ..., cl koltségvektorokat.

Legyen 1! az algoritmus varhato koltsége a t-edik lépésben, azaz:

V= Zpt(a)ct(a) = Z w;(ta)ct(a).

a€A acA

1




A célunk, hogy kapjunk egy fels becslést Zthl vi-re. Konnyen lathato, hogy

I = "wa) =Y w'(a)(1 —ec'(a)) =T'(1 - ev').

a€A acA

Ez feliilr6l becsiilhets a kovetkezSképpen:
Ft+1 < Fte—al/t

mivel 1 + x < e* minden valés z-re.
Igy kapjuk, hogy

T
e = netXim V'

1~

FT+1 S Fl
t=1

Itt I'' = n, mivel w'(a) =1 Va € A.
Legyen a* a legjobb rogzitett cselekedet és legyen OPT := Zthl c'(a*). Ekkor

T T
I > w™™(0*) = w'(a”) [J(1 — ec'(a") = [](1 - ec'(a")).
t=1 t=1
Felhasznalva az 1 —x > e * % ha |z| < 1 osszefiiggest (In(1 — z) =
—r — % — % — % — ... Taylor-sorfejtésbdl), a kovetkezst kapjuk:

T
rr+t > 1_[6—5&(@*)—52(&(a*))2 > e—aOPT—€2T
t=1

Az utols6 egyenlétlenség azért teljesiil, mert (cf(a*))? <1 Vt.
A két becslést Osszevetve

e Tt _ 2
ne €Y 4V ZFT—H > e eOPT—e°T

adodik. Mindkét oldal természetes alapi logaritmusat véve és —e-nal leosztva
kapjuk, hogy
Inn

T
d o< OPT +&T + —.
t=1

Most ¢ = y/Inn/T valasztéassal, ha T > 41lnn, akkor 0 < & < % Tehat az
algoritmus varhato koltsége legfeljebb 2v/T In n-vel t6bb, mint a legjobb rég-
zitett cselekedet koltsége, amivel a no-regret algoritmus létezésére vonatkozo
tételt belattuk.



No-regret dinamika

Most attériink annak a vizsgalatara, hogy mi mondhaté el tobb jatékos ese-
tén, véges, koltség-minimalizald jatékokban.

Definicié (No-regret dinamika). Minden ¢t = 1,2,...,T lépésben:
1. Minden jatékos valaszt egy kevert stratégiat valamilyen no-regret algo-

ritmus alapjan. Az i. jatékos stratégiaja: pt.

2. Minden jatékos kap egy ¢! koltségvektort, ahol ci(s;) az s; tiszta straté-
gia varhato koltsége a tobbi jatékos valasztott kevert stratégiaira nézve,
azaz:

Clz‘&(si) = Est_iNUt_i[Ci<Si7 St—i)L
ahol o', = [, '
A jatékosok a ¢! koltségvektorokat hasznaljak a no-regret algoritmusukban a
silyok modositasara.

Definici6. Egy o eloszlas az S; x --- x S, lehetséges kimenetelek halma-
zan egy koltség-minimalizald jatékban gyenge korreldlt egyensiuly, ha Vi €
{1,2,...,k} jatékosra és Vs, € S;-re

Esw,[Ci(s)] < Esno[Ci(si,5-4)].

------

T 1épés utan minden jatékos varhato regret-je legfeljebb e.

Legyen o' = Hle p! az eloszlas a lehetséges kimeneteleken a t-edik lépés-
ben és o = %Zle o'. Ekkor o gyenge korrelalt egyensilyhoz tart olyan
értelemben, hogy

Eso[Ci(s)] < Esuo[Ci(s],5-4)] + ¢

minden ¢ jatékosra és s; € S;-re.
Bizonyitds. Minden ¢ jatékosra

Eoo[Ci(s)] = % D Eeurt[Cils)]

T
/ 1 /
Eso[Cilsiys-i)] = 7 > Eant[Cilsl,s )]
t=1
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o definicidja alapjan.

Az els6 egyenlGség jobb oldalan szereplé érték az i jatékos varhato koltsége, ha
a no-regret algoritmusa szerint cselekszik, a masodik egyenl6ség jobb oldalan
szerepld érték pedig a varhato koltség egy rogzitett s) cselekedetre nézve. A
tétel feltétele szerint mindenkinek legfeljebb ¢ a regret-je, tehat a no-regret
algoritmus szerinti érték legfeljebb e-nal lehet t&bb. Ezzel a tételt belattuk.
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