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1. Re )y kritikus pontjai

Most a karakterisztikus polinom maéasodik egyiitthatojanak valos részével kezdiink el foglalkozni, jelolje ezt
Re A\3(4). Koordinatas alakban ez a fliggvény a f6atlo 2 x 2-es minormatrixai valos részének Osszegét jelenti.
Mivel minden pont konjugaltosztilya belemetsz az Atlos matrixok alkotta toruszbal, szintén a nyomhoz
hasonléan elegendd a maximalis torusz T = diag(e®7) elemeit tekinteni. [Fra65, Lemma 1.]-b6l kovetkezik,
hogy elegendd a maximaélis térusz érintSiranyaiban tekinteni T Re Ao-t, mert VRe Ay € TT. Legyen most
A = diag(e'7), ekkor \o(A) = Doicy e%i+6,) fog teljesiilni. Ha megndveljiik az egyik 6;-t e-nal, a fiiggvény

értéke e!(%ite) Dk €0+ Dk ek +00)_re valtozik, tehat egy kritikus pontban mindenképpen teljesiilnie
k<l , .
kell, hogy egy sajatérték aranya az Osszes Osszegéhez egy valos szam legyen. Jelolje t = (e¥1,... e¥n)T a

sajatértékekbsl allo vektort és 1 = (1,...,1)T. Tovabba legyen r = (rq,...,r,)T az ardanyok alkotta vektor.
Ezekkel a jelolésekkel az (I —r-17)t = 0 egyenletrendszert kell megoldanunk. Kivonva a matrix els6 oszlopat
a tobbibdl, majd hozzdadva az els6hoz az Gsszes t6bbi sort konnyen lathato, hogy a determinans 1 — " r;, ki

kell k6tniink hogy ez 0 legyen, hiszen e® # 0, a trividlis megoldas nem felel meg nekiink.

].—’]"1 —r1 -1 1—7"1 -1 ... -1 1—27‘1' 0 ... 0
—T9 1—7“2 —T9 —T9 1 0 —T9 1 ... 0
—Tn —Tn ... 1l—=1y —Tn 0o ... 1 —Tn 0o ... 1

Az el6bbi eliminaciobdl vilagos, hogy az I —r - 1T matrix rangja n — 1. A determinansra tett feltétel miatt
legyen mondjuk r,, # 0. Ekkor vilagos, hogy (:—i, R :—:)T € kerA, és mivel ez a mag pontosan 1 dimenzios,
ez ki is fesziti. Tehat a kritikus pont kandidatusaink py = diag(de®, ... +e*) alakt matrixok lesznek.
Minden kritikus orbitban van egy olyan reprezentans amelynek az elsé k atlos eleme +e, s a maradéek
—e'?. Teljesiilnie kell még, hogy T Re Aa(pg) = 0, ezt egyszerti derivalassal ellendrizziik. Ao(pg) = ae???, ahol
a € N, innen a valos rész derivaltja —2asin(20), vagyis egy adott pont pontosan akkor kritikus, ha 20 = m,
vagy a = 0, a kritikus pontjaink tehat e, = diag(l,...,1,—1,...,—1), ie; alakiak (ahol ex-ban k darab
1-es szerepel). A kritikus értékekhez kiszamoljuk az o egyiitthatot. Ha k darab r; pozitiv, a tobbi negativ,
akkor (g) + (”5]“) darab 1-es, és k(n — k) darab —1-es lesz az Osszegben, vagyis a = 2k% — 2kn + ”72 - 5.
Kovetkezésképp Re Aa(er) = a, és Re Aq(iey) = —a.

Lés a karakterisztikus polinom osztélyfiiggvény



2. Nullaltér és index

A 4. alfejezetben leirt modszerrel ellendriztiik, hogy U(3)-on Re Ay egy Morse-Bott fiiggvényt definidl. Az
alabbi tablazat foglalja 6ssze a masodik derivalt negativ definit és nullalterének dimenzi6it fiiggvényérték
szerint novekvs sorrendben. A kritikus sokasagok pont az egyes diagonalis métrixok konjugaltosztalyai lesz-
nek, vagyis komplex Grassmann sokasagok [Fra65]. Ezek dimenziojat Gsszevetve a nullaltér dimenziojaval
kapjuk hogy valoban nemelfajultak (legalabb akkora dimenziés a nullaltér, mint a kritikus sokasag és nem

nagyobb)?.

sajatértékek +(i,0,4) £(1,1,-1) (i3, —i) =£(1,1,1)
(dim nullaltér, dim negativ altér) (0,0) (4,1) (4,4) (0,9)

Ezzel kapunk egy, a Re Tr-hez képest ,kétszer akkora” lanckomplexust ugyanarra a homoldgiara, hiszen most-

mar nem egy, hanem két kritikus Grassmannt latunk minden &2 indexben® (ahol 0 < k < 3). A Re )\, fiiggvény

az A — —A diffeomorfizmusra invarians, tovabba Re A3(iA) = — Re A3(A4) nyilvanval6. Ezen szimmetridk mi-
att elegendd a diag(1,...,1,—1,...,—1) alaku kritikus pontok altereit meghatarozni, ahol legalabb annyi

pozitiv elem van, mint negativ. Az i-vel valo szorzas az elébbiek szerint felcseréli a pozitiv és a negativ al-
tereket, a —1-el val6 szorzas pedig nem valtoztat semmin, igy az alabbi tablazatbol meghatarozhatéak méar
a négydimenziés unitér csoporton Re A2 masodik derivalt bilineéaris forméjénak indexei és nullalterei is a

diagonalis kritikus pontokban?.

sajatértékek (1,1,1,1) (1,1,1,—-1) (1,1,-1,-1)
(dim nullaltér, dim negativ altér) (0,16) (14,1) (8,1)

Latjuk tehat, hogy 4 dimenzioban elfajulas kovetkezik be, a vart 6 helyett 14 dimenziés az egyik nullaltér.

Ezt kozvetleniil is lathatjuk, a 4. részben megadott bézis irdnyait reprezentald gorbék

cos(t) sin(t) 0 O
—sin(t) cos(t) 0 0O
0 0 1 0

0 0 0 -1

alaktak az elsé harom koordinatahoz tartozé ,yvalos” iranyban, illetve egy elGjelvaltassal a negyedikben. A
karakterisztikus polinom masodik egyiitthatoja a 2 x 2-es f{éminordeterminansok 6sszege, vagy tomorebb alak-
ban M’ ezt alkalmazva kozvetleniil 1atjuk, hogy ezen gérbék mentén azonosan nulla A9, hasonléan a
wkomplex” forgatésokra, végiil a diagonalis komplex elemek kiilonbségei is egy tjabb fiiggetlen elfajul6 iranyt
produkalnak, tehat a diag(e™%, e 1, —1) alaktt matrixoknak is latvanyosan nulla a fiiggvényértékiik.

A teljesség kedvéért egy hasonlo tablazat az 6t dimenzios esetrdl:

sajatértekek 1,1,1,1,1) (1,1,1,1,-1) (1,1,1,-1,-1)
(dim nullaltér, dim negativ altér) (0,25) (8,16) (12,1)

Visszatérve a négydimenzios problémahoz a kovetkez6kben roviden targyaljuk [KP21]-t, melyben egyfajta

kiterjesztést adnak a Morse-Bott homologidnak az elfajul6 esetre.

2Tovabba az is latszik rogtén, hogy nagyobb indext kritikus sokasagbol kisebb indextibe nem mehet integralgérbe, amit

néhany szerzs, pl. [AB95] megkovetel
3v.5. [Fra65, 3. I11.eset]
4 Az i*-val valo szorzas diffeomorfizmus, és ezek ismételt alkalmazasa megadja az imént megtalalt kritikus pontokat



3. Degeneralt kritikus halmazok

Legyen (M, g) egy zart Riemann sokasag és f : M — R egy fliggvény, melynek kritikus halmazanak véges

sok Osszefiigg@ségi komponense van. Az F egy fix testet jelol.

3.1. Definici6 ([KP21, 1.1]). Ha C € mo(Crit(f)) egy kritikus komponens, kérnyezeteinek egy U, (C') soro-

zatat Morse kérnyezetrendszernek nevezzik, ha U, (C)
e (-n kiviil nem tartalmaz més kritikus pontot
e a belsejében tartalmazza U, 1(C)-t és N,U,(C) =C
e kompakt sarkos részsokasaga M-nek

e pereme két komponensre bomlik (01U, (C)), a sarok ezeknek a metszete és 00U, (C) = f~1(c)NoU,(C)
(ahol f(C) =¢)

e egyik peremkomponensére int 0, U,,(C) C f~1(e, 00) teljesiil, és V fin 0,0, (C) Un(C)-be ,befelé mutat”

e masik peremkomponensére int d_U,, (C) C f~(—o0,c) teljesiil, és V flint o U, (c) Un(C)-bdl kifelé mu-
tat”.

3.2. Tétel ([KP21, 1.11]). Tetszdleges f : M — R-hez, ha |mo(Crit(f))| < oo, akkor minden kritikus kompo-
nenshez létezik Morse kornyezetrendszer, tovdbbd a H.(U,(C),0_U,(C);F) homoldgiacsoportok fiiggetlenek

n-tdl, a Riemann metrikdtol és a Morse kérnyezetrendszer vdlasztdsdtol.

A konstrukciohoz a ||V f||? fiiggvény regularis értékeinek Gseit kell tekinteni a c-hez tartozo szinthalmazban,
majd ezekhez megfelels kornyezeteket valasztani M-ben [KP21, 1.9-10]. A gradiens folyamot felhasznalva
kapunk retrakciot Uy, (C) — Uy,+1(C) U f~1(c) N {U,(C) \ Uy11(C)}, ami a peremeken is megfelelen visel-
kedik és igy a kivagasi tételt alkalmazva kapjuk a homologidk izomorfizmusat [KP21, 1.3]. A metszet-, és a
tartalmazéasfeltétel, tovabba a kompaktsag miatt ha két kiilonb6z6 metrikahoz is valasztunk Morse kornyezet-
rendszert, akkor kell§en nagy indexre Vy (C) C int U, (C) teljesiilni fog. A metrikat lokalisan modositva, hogy
a megfelel kornyezetek peremén megegyezzen a hozzajuk tartozoé metrikaval az el6z6 konstrukcioban meg-
adott izomorfizmus mutatja, hogy itt is megegyeznek a peremre vett relativ homologiai a kérnyezetrendszer
tagjainak. [KP21, 1.§]

Tovabba ezen homoldgiacsoportokra is teljesiilnek a Morse egyenlGtlenségek, vagyis
>t dimp H; (U (C), 0_Un(C): F) — Ppr(t) = (1+ £)Q(t),

ahol Q(t) minden egyiitthatéja nemnegativ, Py (t) pedig M F-feletti Poincaré polinomjat jeloli [KP21, 1.12.
tétel]. A bizonyitas hasonlo szalakat kovet, mint a klasszikus esetben. A gradiens folyam mutatja, hogy kritikus
érték atlépéséig nem valtozik f~!(—oo, a) diffeomorfizmus tipusa, majd egy kritikus érték atlépésekor az egyes

kritikus komponensekhez tartozé kérnyezetek ragadnak a szinthalmazhoz.

4. Szimbolikus szamolasok MATLABban

A konkrét indexek kiszamitasa mar alacsonydimenzios esetekben is meglehetgsen faradsagos, konnyen elhi-

béazhato feladat, ezért ezt f6ként a MATLAB nyelv szimbolikus programcsomagjéaval végeztiik. Kézenfekvs bazis



a Lie-algebranak azokat a méatrixokat valasztani, melyekben vagy a (j, k). és (k, 7). helyeken i szerepel (bele-
értve a diagonalisakat is®), illetve melyeknél 1, illetve —1 szerepel szimmetrikusan és minden egyéb koordinéta
nulla. Az E1 matrix lesz a kritikus pont melynek az indexét meghatarozzuk, a mérete nxn.

syms t
assume (t, ’real’)

D=sym(zeros(n,n,n,n));

for i=1:n

for j=1:n

A=sym(zeros(n));

if j<=i
ACi,j)=t*1i;
D(:,:,i,j)=(A+conj(A’));

else
A(i,j)=t;
D(:,:,1i,j)=(A-A’);

end

end

Sajnos ezek a bazisvektorok nem felcserélhetek, dltalaban nem is vilagos, hogy lehet-e egy pontnak paronként
0 Lie-zarojeld vektorokkal kifesziteni az érintéterét, ezért hogy az indexet kiszamolhassuk a polarizécios

azonossagra hagyatkozunk. Elgszor a bazisvektorok paronkénti 6sszegeit szamoljuk ki (a tovabbiakban C=D,

2

csak nem n x n-en, hanem n*-en indexelve).

dp=sym(zeros(n,n,n*n,n*n));
for i=1:n*n
for j=1:n*n
dp(:,:,i,3)=CCC:,:,i)+C(:,:,3));
end

end

Ezutan kiszamoljuk a matrixhatvanyokat és a keletkez6 gorbéket eltoljuk az E1 pontba, aminek az indexére
kivancsiak vagyunk.

E=sym(zeros(n,n,n*n,n%*n));
for i=1:nx*n
for j=1:n*n
E(:,:,i,j)=El*expm(dp(:,:,i,j));
end
end

E=simplify (E);

Végiil alkalmazhatjuk a polarizaciés azonossagot. Kétszer derivalva és a nullat behelyettesitve megkapjuk a
Hp1(X,X)% majd a Hgi (X + Y, X +Y) értékekbdl kifejezziik Hpi(X,Y)-t és megtoltjiik az I matrixot,
ami a Hpgp bilinearis forma maétrixa lesz az adott bazisunkban.

I=sym(zeros(n*n));
for i=1:nx*n
v=charpoly (E(:,:,i,i));
eqn=v(3);
d2=diff (eqn,t,2);
I(i,i)=subs(d2,t,0)/4;
end

for i=1:nx*n

5Ezeknél valéjaban 2i szerepel a generalas tisztasiga végett, ez persze az indexet nem befolyasolja
6 Az iranyparok eltarolasanal minden bazisvektor Snmagaval is Gssze lett adva, ezért itt 4-el osztunk



for j=1:n*n
if i<j
v=charpoly(E(:,:,i,j));
eqn=v(3);
d2=diff (eqn,t,2);
I(i,j)=(subs(d2,t,0)-I(i,i)-I(j,j))/2;
I(j,i)=I(i,j);
end
end
end

I=simplify (I);
A nem 4tlos elemek szamitasat persze az az a priori ismeret segiti hogy a masodik derivalt egy szimmetrikus

bilinearis forma, igy elegendd a f6atlo feletti elemeket kiszamitani és szimmetrizalni.

[V,L]l=eig(I);

L=diag(L);

[size (L(L<0),1),size(L(L==0),1),size(L(L>0),1)]

A két helyen is alkalmazott simplify parancs kulcsfontossagunak bizonyult. A sajatértékek szamitasi idejét
tobb 6rarol néhany percre csokkentette a matrixelemek formélis egyszertisitése. Igy is csak nagyon alacsony
dimenzio6s eseteket tudunk ezen modszerrel egzaktul meghatarozni, ennek ellenére elengedhetetlennek bizo-

nyult megprébélni megérteni Re A, Morse-elméleti viselkedését.
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