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A való életbeli optimalizálási problémák adatai gyakran tartalmazhatnak bizonytalanságot. Eza bizonytalanság számos különböző okból eredhet, ez lehet mérési hiba, vagy egyszerűen az,hogy azt az adatot nem is lehet pontosan felvenni (például egy hozzzárendelési feladat ese-tén nem feltétlenül lehet előre tudni, hogy egyes termékekre mekkora lesz a kereslet), de azis előfordulhat, hogy a megoldás megengedettsége függ a jövőtől is (ismét a hozzárendelésifeladatot példaként használva, egy természeti katasztrófa megbéníthat egy kiszolgáló pontot).A bizonytalanság kezelésére kétféle megközelítés létezik: a sztochasztikus és a robusztus op-timalizálás. Az előbbi módszer a valószínűségszámításon alapul, míg az utóbbinál feltesszük,hogy a bizonytalan esetek egy előre ismert halmazból kerülnek ki, és olyan megoldást keresünk,amely megoldás marad, bármely bizonytalan eset is következzen be, és ezek közül a legjobbatszeretnénk. Ennek viszont olyan hátránya van, hogy az a megoldás, amely a legrosszabb eset-re is megengedett, túlságosan konzervatív lehet. Többféle módon is kezelhető ez a probléma,például az [2]-ben szereplő modellben a bizonytalan adatok száma van korlátozva, és ennek aparaméternek a változtatásával lehet a modell konzervatívságát szabályozni. Ebben a félévbenegy másik megközelítéssel foglalkoztunk a [3] cikk alapján.
1. A feladat

[3]-ban egy kétfázisú modell szerepel, ahol először egy y döntést hozunk, majd ezután derülki a bizonytalan vektor, u értéke. Az y és az u vektor függvényében az erre az esetre adottválasz x lesz, összességében pedig a cy+ bx értéket szeretnénk minimalizálni, valamilyen c és
b költésgfüggvények mellett (ezekről ezentúl feltesszük, hogy b ≥ 0 és c ≥ 0). A robusztus-ság érdekében a legrosszabb esetet nézzük, ezért szerepel a költségfüggvényben az U-ra vettmaximum. min

y∈Sy
cy+ max

u∈U
min

x∈F (y,u)bx
Ay ≥ d

F (y, u) = {x ∈ Sx : Gx ≥ h− Ey−Mu}

Sy ⊆ Rn+, Sx ⊆ Rm+
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Egy ilyen probléma optimális megoldásának megkereséséről belátható, hogy NP-nehéz. A szá-mítási nehézségek leküzdésére több megoldás is létezik, ezek közül a [3] cikkben szereplő algo-ritmus következik, amely az optimalizálás folyamán vágásokat (a primál oldalon) és oszlopokatis generál (column-and-constraint generation method - C&CG).
2. A C&CG algoritmus

Az algoritmus alapötlete a következő: először tegyük fel, hogy U egy véges halmaz, elemei
u1, ..., ur , és az ezekhez tartozó változók a második fázisban x1, ..., xr . Ekkor a feladatunk azalábbi alakot ölti: min

y
cy+ η

Ay ≥ d

η ≥ bxl ∀l = 1, ..., r
Ey+ Gxl ≥ h−Mul ∀l = 1, ..., r

y ∈ Sy, xl ∈ Sx ∀l = 1, ..., r, η ∈ R+, ul ∈ U

Ha U számossága nem túl nagy, akkor ezt az LP-t könnyen megoldhatjuk. Ha viszont nem ígyvan, például U = {u : Lu ≤ v} egy poliéder, akkor a benne lévő vektorok számba vétele, és ígyaz összes feltétel felsorolása a gyakorlatban nem megoldható. Azonban ha csak a feltételek egyrészét soroljuk fel, akkor az eredeti feladatunk egy relaxációját, és így optimumának egy alsókorlátját kapjuk. A cél tehát az, hogy megtaláljuk a szignifikáns u ∈ U vektorokat, és így egyreerősebb alsó korlátokat kapjunk az optimumra. Az algoritmus lépései a következők.
1. Legyen az alsó korlát LB = −∞, a felső korlát UB = +∞, k = 0 és O = ∅.
2. Oldjuk meg a mester problémát (MP):

min
y,η

cy+ η

Ay ≥ d

η ≥ bxl ∀l ∈ O

Ey+ Gxl ≥ h−Mu∗l ∀l ≤ k

y ∈ Sy, xl ∈ Sx ∀l ≤ k, η ∈ R+, u∗l ∈ U

Legyen MP optimális megoldása (y∗k+1, η∗k+1, x∗1 , ..., x∗k ), és LB = cy∗k+1 + η∗k+1. Ezalsó korlát, hiszen a minimalizálási feladatunk feltételeinek csak egy részhalmazát véveoptimalizáltunk.
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3. Definiáljuk a részproblémát (SP-t) a következő módon.
Q(y) = {max

u∈U
min
x
bx : Gx ≥ h− Ey−Mu, x ∈ Sx}

Ez tehát egy konkrét y-ra a célfüggvény második tagjának optimális értékét adja meg, ígykészíthetünk belőle felső korlátot. Oldjuk meg SP-t az y∗k+1 vektort használva, és legyen
UB az eddigi felső korlát és cy∗k+1 +Q(y∗k+1) közül a kisebbik.

4. Ha UB − LB ≤ ε , akkor álljunk meg. Különben:
(a) HaQ(y∗k+1) < +∞, vegyünk fel egy új xk+1 változót, és adjuk a következó feltételeketaz MP-hez:

η ≥ bxk+1
Ey+ Gxk+1 ≥ h−Mu∗k+1Itt u∗k+1 az az U-beli vektor, melyre Q(y∗k+1) optimális. Legyen k = k + 1, és

O = O ∪ {k + 1}. Menjünk a 2. lépéshez.(b) Ha Q(y∗k+1) = +∞, azaz a részprobléma nem megoldható, akkor is vegyünk fel új
xk+1 változót a következő feltétellel az MP-hez:

Ey+ Gxk+1 ≥ h−Mu∗k+1
Itt u∗k+1 az az U-beli vektor, amelyre SP nem megengedett. Legyen k = k + 1, ésmenjünk a 2. lépéshez.

1. Tétel. Tegyük fel, hogy rögzített y és u vektor mellett létezik x megoldása SP-nek. Legyen
p az U poliéder extrém pontjainak száma, vagy ha U véges halmaz, akkor a számossága, ekkor
az algoritmus az optimális megoldást találja meg O(p) lépésben.

3. Implementálás

A félév során főként azzal foglalkoztunk, hogy a C&CG algortimust implementáljuk az Xpresssegítségével, hogy a program írása közben felmerülő problémákat (például hogy hogyan keressükmeg u∗k+1-ot az adott iterációban) megoldjuk, illetve hogy különböző inputokon teszteljük azelkészült programot.
3.1. Egy módszer az optimális u megtalálására

Ahhoz, hogy SP ne egy maxmin probléma legyen, egy vele ekvivalens alakra írjuk át. A belsőminbx-et úgy kényszeríthetjük arra, hogy az optimális értéket vegye fel adott u mellett, hogy aprimál feltétel mellé felvesszük a duális, illetve a komplementaritási feltételeket.
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max bx
Gx ≥ h− Ey−Mu

πG ≤ b

(Gx − h+ Ey+Mu)iπi = 0 ∀i
(b− πG)jxj = 0 ∀j

Ahhoz, hogy a k-adik iterációban kiderítsük, hogy Q(y∗k ) esetleg +∞-t vesz-e fel, elegendőSP-nek csak egy részét megnézni, és eldönteni, hogy lehet-e olyan u-t mondani, hogy márez a rész sem oldható meg. Elég, ha a primál feltételről (Gy ≥ h − Ey − Mu) döntjük el,hogy megoldható-e. Ha ugyanis meg tudjuk oldani, akkor a dualitás tétel alapján tudjuk, hogya primál és a duál optimum megegyezik. Ebben a feladatban egy minimalizálási problémavan elrejtve, tehát az még előfordulhatna, hogy a primál optimum −∞, és így a duális feltétel,
πG ≤ b nem elégíthető ki. Ez azoban mégsem történhet meg, hiszen x-ről és b-ről is feltettük,hogy nemnegatív, tehát a 0 mindenképpen alsó korlát. Így tehát ha az első feltételre vanmegoldás, akkor véges optimumot kapunk, és van olyan x, π primál-duál pár, amely kielégíti akomplementaritási feltételeket, és a teljes részproblémának megoldása.A Gx ≥ h− Ey−Mu feltétel megolhatóságának tesztelését a következőképpen írhatjuk fel.

max
u∈U

min ∑
i
si

(Gx)i + si ≥ (h− Ey−Mu)i ∀i
x ∈ Sx , s ≥ 0

Amennyiben az optimum értéke 0, akkor a (Gx)i + si ≥ (h − Ey −Mu)i ∀i feltétel minden uesetén kielégíthető, és továbblépünk a teljes SP megoldásának keresésére. Ha viszont pozitívoptimumot kapunk, akkor létezik egy olyan u, ahol legalább az egyik si pozitív értéket vesz fel,és így olyan u-t találtunk, amelyre SP nem megoldható.Ahhoz viszont, hogy ez szintén ne egy maxmin feladat legyen, át kell írnunk. Ha a belsőminimalizálási problémának írnánk fel a duálisát α változókkal, akkor ugyan a két max-otegyesíthetnénk, de a célfüggvényben két változó szorzata állna (max α(h−Ey−Mu)), amelyet azXpress segítségével nem tudnánk megoldani. Ezért más technikához folyamodunk, és hasonlóanjárunk el, mint amikor SP-t írtuk át. max
u∈U

∑
i
si

(Gx)i + si ≥ (h− Ey−Mu)i ∀i
(αG)j ≤ 0 ∀j
αj ≤ 1 ∀j
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Továbbá a komplementaritási feltételek:
xi > 0 =⇒ (αG)i = 0 ∀i
si > 0 =⇒ αi = 1 ∀i

αi > 0 =⇒ (Gx)i + si = (h− Ey−Mu)i ∀i
Ezt a három feltételt a nagy M-módszer segítségével linearizálhatjuk, ahol M egy megfelelőennagy pozitív szám, χ1, χ2, χ3 pedig bináris vektorok.

xj ≤M · (1− χ1
j ) ∀j

(αG)j ≥ −M · χ1
j ∀j

si ≤M · (1− χ2
i ) ∀i

αi ≥ 1−M · χ2
i ∀i

αi ≤M · (1− χ3
i ) ∀i(Gx)i + si ≤ (h− Ey−Mu)i + M · χ3

i ∀i

3.2. Futásidők

Az algortimus hatékonyságát egy hozzárendelési feladaton teszteltük, ahol n gyárunk és mkliensünk van. Ebben yi azt határozza meg, hogy az i-edik gyárat megnyitjuk-e, amelynek
fi megnyitási költsége és Ki kapacitása van, xij pedig azt, hogy az i-edik gyárból mennyitszállítunk cij költséggel a j-edik klienshez, akinek dj igénye van.

min fy+ cx∑
j
xij ≤ Kiyi ∀i

∑
i
xij ≥ dj ∀j

xij ≥ 0, yi ∈ {0, 1}
A bizonytalanságot az adja, hogy nem ismerjük előre a dj értékeket, csak egy intervallumot,ahová esik. Mivel a legrosszabb eset olyankor következik be, ha az igények növekednek (ekkorugyanis nőnek a szállítási költségek, de az is lehet, hogy a növekedés újabb gyárak megnyitásátteszi szükségessé), a modellbe a következő feltételek kerültek bele:
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∑
i
xij ≥ dj + uj d̃j ∀j

uj ≤ 1 ∀j∑
j
uj ≤ Γ

Azaz minden dj megnőhet egy előre ismert d̃j ≥ 0 értékkel, de összesen legfeljebb Γ igényváltozik meg. A tesztelésnél Ki ≡ 5000 volt, hogy a kiinduló probléma biztosan mindig meg-engedett legyen. Γ értékét 0.25m-nek választottuk, fi az [500, 1000], cij a [0, 100], dj a [0, 10]intervallumon vett egyenletes eloszlásból került ki, és végül d̃j megegyezett dj-vel. A kapotteredmények az 1. táblázatban láthatók.
n×m Futásidő (mp) Iterációk száma5× 5 0.078 35× 5 0.063 35× 5 0.062 35× 5 0.114 45× 5 0.21 510× 10 0.674 510× 10 0.297 410× 10 1.237 710× 10 0.407 410× 10 0.508 415× 15 2.106 515× 15 1.215 415× 15 2.444 615× 15 8.577 1315× 15 5.442 1320× 20 1.697 320× 20 3.076 520× 20 6.213 520× 20 4.349 620× 20 2.293 325× 25 37.572 525× 25 81.219 625× 25 96.503 725× 25 25.324 625× 25 15.558 4

1. táblázat. Futásidők
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3.3. Egy hozzárendelési feladat

A C&CG algoritmus egy általános módszer, szeretnénk egy konkrét és a tesztelésnél használtproblémánál nehezebb feladatra is alkalmazni, illetve megnézni, hogy az adott feladat szerkeze-te hogyan használható ki arra, hogy esetleg még hatékonyabbá tegyük az algoritmust. [1]-benszerepel egy olyan hozzárendelési feladat modellje, amelyben a bizonytalanságot egyrészt azadja, hogy a megnyitott gyárak közül néhányban, de legfeljebb k-ban (k egy előre megadottparaméter) leállhat a termelés például egy természeti katasztrófa vagy sztrájk következtében,másrészt az igények sem ismertek előre. A következő félévben ezzel szeretnénk folytatni, meg-nézni, hogyan gyorsítható az algoritmus, ha egy ilyen feladaton futtatjuk, illetve magyar adatokatfelhasználva megoldani egy ilyen való életbeli problémát.
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