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Valamely kiterjedt fertőző betegség (járvány) terjedését jellemző egyik legfontosabb

mennyiség az elemi reprodukciós ráta (R0), mely megadja, hogy egy átlagos fertőzött hány

másodlagos megbetegedést generál egy teljesen fogékony populációban. Ez a szám az ún.

következő generációs operátor spektrálsugaraként, véges dimenziós esetben következő gene-

rációs mátrixának domináns sajátértékeként áll elő ( [3], [4]).

Az alábbiakban megmutatjuk, miként használható azR0 szám fertőző betegségek terjedését

leíró modellek egyensúlyi helyzete stabilitásának vizsgálatára, majd a szakirodalomból vett

példákon illusztáljuk a kapott eredményeket.

Tekintsünk egy heterogén populációt, ahol életkor, viselkedés, térbeli helyzet és/vagy a

betegség stádiuma szerint megkülönböztethetőek az egyedek, de n homogén osztályba csopor-

tosíthatóak. Tekintsük az

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

vektort, ahol xi ≥ 0 jelenti az i-edik osztályban lévő egyedek számát. Legyenm ∈ [0, n] ∩ N

és az iménti vektor első m komponense feleljen meg a fertőzött egyedeknek. Vezessük be a
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betegségmentes állapotok

Xs = {x ≥ 0 : xi = 0, i = 1, . . . ,m}

halmazát. Ekkor a fertőző betegség terjedését modellező rendszer nem más, mint egy pozitív

kezdeti feltétellel rendelkező

ẋi = fi(x) =: Fi(x) − Vi(x) i = 1, . . . , n (1)

dinamikai rendszer, ahol egyrészt

Vi(x) := Vi(x)− − Vi(x)+,

másrészt pedig

• Fi(x): az i-edik osztályban lévő fertőzött populáció ”születési” rátája;

• Vi(x)+: az egyedek i-edik osztályba való bekerülési rátája;

• Vi(x)−: az egyedek i-edik osztályból való kikerülési rátája.

Továbbá a következő feltevésekkel élünk:

(F1) Mivel a fenti függvények az egyedek irányított áthelyeződését reprezentálják, így nem

negatívak, azaz

x ≥ 0 =⇒ Fi(x),Vi(x)−,Vi(x)+ ≥ 0, i = 1, . . . , n.

(F2) Ha egy osztályban nincsen egyed, akkor az semmilyen módon nem tud onnan kikerülni:

xi = 0 =⇒ Vi(x)− = 0.

(F3) A fertőzés előfordulása a nem fertőzött területeken nulla:

Fi(x) = 0 (i > m).

(F4) Ha a populáció fertőzésmentes volt, akkor fertőzésmentes is marad:

x ∈ Xs =⇒ Fi(x) = 0 és Vi(x)+ = 0, i = 1, . . . ,m.
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(F5) Figyelmünket azokra a rendszerekre korlátozzuk, amelyekben az x0 ∈ Xs új fertőzés

hiányában stabilis:

F(x) ≡ 0 =⇒ σ(Df(x0)) ⊂ C−.

A feltevéseknek köszönhetően a linearizált rendszer mátrixa partícionálható a következő-

képpen:

DF(x0) =

F 0

0 0

 és DV(x0) =

V 0

J3 J4

 ,
ahol F és V rendre az F és V Jakobi-mátrixának (mxm)-es főminormátrixa az x0 helyen.

Továbbá F nem negatív, V nem szinguláris M-mátrix és J4 minden sajátértékének valós része

pozitív.

A populációba bekerült ”tipikus” fertőző egyed sorsának meghatározásához figyelembe

vesszük a linearizált rendszer dinamikáját kikapcsolt újrafertőződés mellett:

ẋi = −DV(x0)(x− x0) i = 1, . . . , n. (2)

Legyen ψ(0) a fertőzött egyedek száma kezdetben az i-edik osztályban,

ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψm(t))

pedig azoknak a kezdetben fetőzött egyedeknek a száma, akik t időegység után is a fertőzött

osztályban maradnak. Így (2) ekvivalens a

ψ ′ = −Vψ, (3)

differenciálegenlettel, amely egyértelműen megoldható:

ψ(t) = e−Vtψ(0) (0 ≤ t ∈ R).

Mivel V nem-szingulárisM-mátrix, ezért az∫+∞
0

Fψ(t) dt
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integrál adja meg az eredetileg fertőzött egyének által okozott új fertőzések várható FV−1ψ(0)

számát. Ezért szokás hívni a FV−1 mátrixot a következő generációs mátrixnak hívni. Ez

motiválja az elemi reprodukciós ráta definícióját:

R0 := ρ(FV
−1), (4)

azaz R0 nem más, mint az FV−1 mátrix spektrálsugara (domináns sajátértéke).

Az alábbiakban bebizonyítunk egy az R0 és az (1) fertőzésmentes egyensúlyi helyzete

stabilitása közötti kapcsolatra vonatkozó igen fontos állítást.

1. Tétel. (vö. [5]) Tekintsük a fertőző betegség terjedését modellező (1) rendszert, ahol f

teljesíti a (A1)-(A5) feltételt. Az x0Xs betegségmentes állapot R0 < 1 esetén lokálisan aszimp-

totikusan stabilis, R0 > 1 esetén pedig labilis.

Bizonyítás: A Df(x0) mátrix partícionálhatósága és (A5)-nek köszönhetően −J4 mátrix össze

sajátértéke negatív, így x0 stabilitása csak az F − V mátrixon múlik. Mivel V nem szinguláris

M-mátrix és F nem-negatív, ezért a V − F mátrixnak minden, a főátlón kívüli eleme negatív,

így igaz az

s(F− V) < 0 ⇐⇒ V − F nem szingulárisM-mátrix

ekvivalencia, ahol s(A) jelöli az A mátrix spektrálabszcisszáját. Mivel FV−1 nem-negatív, a

−(F− V)V−1 = I− FV−1

mátrixnak szintén minden, főátlón kívüli eleme negatív, így

V − F nem szingulárisM-mátrix ⇐⇒ I− FV−1 nem szingulárisM-mátrix.

Mivel FV−1 nem negatív, minden sajátértéke kisebb vagy egyenlő, mint ρ(FV−1), ezért

I− FV−1 nem szingulárisM-mátrix ⇐⇒ ρ(FV−1) < 1.

Továbbá

s(F−V) = 0⇐⇒ V−F egy szinguláris mátrix ⇐⇒ I−FV−1 egy szinguláris mátrix ⇐⇒ ρ(FV−1) = 1,
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így pedig

s(F− V) > 0 ⇐⇒ ρ(FV−1) > 1. ■

Hasonló eredmény található [3]-ban is. Ez az előzőeknek az a speciális esete, amikor F−V

irreducibilis és V pozitív diagonális mátrix.

Az alábbiakban a fenti tétel alkalmazhatóságát mutatjuk be példákon keresztül.

A [7] cikkben a szerzők a
İ =

λdSI

B
− (d+ r)I−

βI

1+ αI
,

Ṡ = B− dS−
λdSI

B
+ ν(B/d− S− I)

(5)

SIRS járvány modell kvalitatív tulajdonságait vizsgálták, ahol S jelenti a fogékony, I pedig a

fertőző egyedek lélekszámát. A paraméterek jelentése a következő: r a felépülési ráta, ν annak

a rátája, amellyel a felépült egyedek elveszítik a fertőzéssel szerzett immunitást és visszatérnek

a fogékony osztályba, λ a fertőzés valószínűsége érintkezésenként egységnyi idő alatt, βI
1+αI

pedig a szaturációs függvény, ahol α ≥ 0 és β ≥ 0.

Az (5) rendszernek egyetlen fertőzésmentes egyensúlyi helyzete van: E0 = (0, B/d). Az

F :=

λdSI
B

0

 (6)

és

V :=

 (d+ r)I+ λdI
1+αI

B− dS− λdSI
B

+ ν(B/d− S− I)

 (7)

jelölések bevezetésével (5) jobb oldala F − V alakú. Mostm = 1 és a

F = λ, V = d+ r+ β,

ill.

V−1 =
1

d+ r+ β
,

így a reprodukciós ráta:

R0 = ρ(FV
−1) =

λ

d+ r+ β
.
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Tehát a (5) rendszer E0 = (0, B/d) egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan stabilis, ha

R0 < 1, azaz

λ < d+ r+ β

és labilis, ha R0 > 1.

A [8] cikkben a szerző a 
Ṡ = bs − βSI−ψS− µsS

Ė = ψS+ κI− µeE

İ = biI+ βSI− κI− µiI

(8)

nemi úton terjedő betegség modell kvalitatív tulajdonságait vizsgálja, ahol S jelenti a fogékony,

I a fertőző, E pedig a oltott vagy iskolázott egyedek lélekszámát. A paraméterek jelentése

a következő: β > 0 az egy főre jutó átlagos érintkezések száma időegységenként, ψ ≤ 0 a

fogékonyak iskolai végzettségének rátája, κ > 0 a fertőzöttek transzmissziós rátája. Az

F :=


0

κ

βSI

 (9)

és

V :=


−bs + βSI+ (ψ+ µs)S

ψS+ µeE

(κ+ µi − bi)I)

 (10)

jelölések bevezetésével (5) jobb oldala F − V alakú. A rendszernek egyetlen fertőzésmentes

(I = 0) egyensúlyi helyzete van:

(S0, E0, I0) :=

(
bs

ψ+ µs
,
bs

µe
· ψ

ψ+ µs
, 0

)
így

F =


0 0 0

0 0 0

0 0
bsβ

ψ+ µs

 és a V =


ψ+ µs 0

bsβ

ψ+ µs

−ψ µe 0

0 0 κ+ µi − bi

 ,
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mátrix inverze:

V−1 =


1

µe(ψ+ µs)

ψ
0

0 µe 0

−
bsβ

(ψ+ µs)2(κ+ µi − bi)

bsβ

ψ(κ+ µi − bi)(ψ+ µs)2
1

κ+ µi − bi

 ,

hiszen

det(V) = µe · (ψ+ µs) · (κ+ µi − bi).

Így a következő generációs mátrix spektrálabszcisszája

R0 := ρ
(
FV−1

)
=

bsβ

(ψ+ µs)(κ+ µi − bi)
.

Tehát a (8) rendszer

(S0, E0, I0) :=

(
bs

ψ+ µs
,
bs

µe
· ψ

ψ+ µs
, 0

)
egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan stabilis, ha R0 < 1, azaz

bsβ < (ψ+ µs)(κ+ µi − bi)

és labilis, ha R0 > 1.

Az [5] cikkben a szerzők többek között az

Ė = β1SI/N+ β2TI/N− (d+ ν+ r1)E+ pr2I,

İ = νE− (d+ r2)I

Ṡ = b(N) − dS− β1SI/N,

Ṫ = −dT + r1E+ qr2I− β2TI/N

(11)

járványterjedési modellt tárgyalják, nem-negatív kezdeti feltétellel, ahol S jelenti a tuberko-

lózisra fogényok, E fertőzésnek kitett, I fertőző, T pedig a kezelt egyének lélekszámát. A

paraméterek jelentése a következő: β1I/N, ill. β2I/N rendre jelenti a fogékonyak ill. kezelt

egyedeknek a fertőzésnek kitett osztályba való belépési rátáját, ahol N = E + I + S + T . A

ν paraméter a fertőzésnek kitett egyedek fertőző osztályba lépő rátája. A d > 0 paraméter az

egyének halálozási rátája. r1 ill. r2 a kitett egyének ill. fertőző egyének kezelési rátája. A

megfertőződött egyének kezelésének q hányada sikeres, továbbá p = 1− q.
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Az

F :=


β1SI/N+ β2TI/N

0

0

0

 (12)

és

V :=


(d+ ν+ r1)E− pr2I

−νE+ (d+ r2)I

−b(N) + dS+ β1SI/N

dT − r1E− qr2I+ β2TI/N

 (13)

jelölések bevezetésével (11) jobb oldala F − V alakú. A fertőzött osztály az E és az I, ezért

mostm = 2 és egy fertőzésmentes egyensúlyi helyzete a rendszernek: x0 = (0, 0, 1, 0), így

F =

0 β1

0 0

 ,

V =

d+ ν+ r1 −pr2

−ν d+ r2


Elemi algebrai számolással azt kapjuk, hogy

V−1 =
1

(d+ ν+ r1)(d+ r2) − νpr2

d+ r2 pr2

ν d+ ν+ r1


így a reprodukciós ráta

R0 =
β1ν

(d+ ν+ r1)(d+ r2) − νpr2

alakú.
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