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Valamely kiterjedt fert6z$ betegség (jarvédny) terjedését jellemzd egyik legfontosabb
mennyiség az elemi reprodukcids rata (R), mely megadja, hogy egy atlagos fert§zott hany
masodlagos megbetegedést generdl egy teljesen fogékony populdcioban. Ez a szdm az un.
kovetkez6 generacios operator spektralsugaraként, véges dimenzids esetben kovetkezs gene-

raciés matrixdanak domindns sajatértékeként dll eld ( [3], [4]).
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Az aldbbiakban megmutatjuk, miként hasznalhat6 az R, szdm fert6z4 betegségek terjedését
leiré modellek egyenstlyi helyzete stabilitdsdnak vizsgalatdra, majd a szakirodalombol vett

példakon illusztaljuk a kapott eredményeket.

Tekintslink egy heterogén populdciét, ahol életkor, viselkedés, térbeli helyzet és/vagy a
betegség stddiuma szerint megkiilonboztethetdek az egyedek, de n homogén osztdlyba csopor-
tosithatdak. Tekintsiik az

X = (X1,X2y ey Xpn) € R"

vektort, ahol x; > 0 jelenti az i-edik osztdlyban 1évG egyedek szamat. Legyen m € [0,n] NN

és az iménti vektor els6 m komponense feleljen meg a fert6zott egyedeknek. Vezessiik be a



betegségmentes dllapotok
Xs={x>0: x,=0,i=1,...,m}

halmazat. Ekkor a fert6z6 betegség terjedését modellezd rendszer nem mds, mint egy pozitiv

kezdeti feltétellel rendelkezd

Xi:fi(X) = fi(X)—Vi(X) i:1,...,n (1)

masrészt pedig
e Fi(x): az i-edik osztdlyban 1évG fert6zott populdcio ,,sziiletési” ratdja;
e Vi (x)": az egyedek i-edik osztdlyba valé bekeriilési ratdja;
e Vi(x): az egyedek i-edik osztalybol val6 kikeriilési ratdja.

Tovabba a kovetkezd feltevésekkel éliink:

(F1) Mivel a fenti fiiggvények az egyedek irdnyitott dthelyez&dését reprezentdljdk, igy nem

negativak, azaz

x>0 = Filx), Vi(x) ", Vi(x)" >0, i=1,...,n.
(F2) Ha egy osztalyban nincsen egyed, akkor az semmilyen médon nem tud onnan kikeriilni:
x; =0 - Vi(x)” =0.
(F3) A fert6zés el6forduldsa a nem fertézott teriileteken nulla:

Filx) =0 (i>m).

(F4) Ha a populécié fert6zésmentes volt, akkor fert6zésmentes is marad:

x € X, - Fi(x) =0 és Vi(x)" =0, i=1,...,m.



(F5) Figyelmiinket azokra a rendszerekre korlatozzuk, amelyekben az xy € X; 1j fert6zés

hidnyaban stabilis:
F(x)=0 — o(Df(x0)) Cc C.

A feltevéseknek koszonhetSen a linearizalt rendszer matrixa particiondlhaté a kovetkezd-

képpen:

F O vV 0
DF(xq) = és DV(xq) =

0 0 J3 Ja

ahol F és V rendre az F és V Jakobi-matrixdnak (mxm)-es féminormadtrixa az x, helyen.
Tovébba F nem negativ, V nem szinguldris M-métrix €s ], minden sajatértékének valds része
pozitiv.

A populéciéba bekeriilt | tipikus” fert6z6 egyed sorsdnak meghatdrozdsahoz figyelembe

vessziik a linearizalt rendszer dinamikédjat kikapcsolt djrafert6z6dés mellett:
xi = —DV(x0) (x — x0) i=1,...,n. (2)
Legyen 1 (0) a fert6zott egyedek szdma kezdetben az i-edik osztalyban,

Y(t) = (i (t)y..., m(t))

pedig azoknak a kezdetben fet6zott egyedeknek a szdma, akik t idGegység utdn is a fert6zott

osztalyban maradnak. Igy (2) ekvivalens a
P = -V, 3)
differencidlegenlettel, amely egyértelmiien megoldhat6:
b(t) =eP(0)  (0<teR).
Mivel V nem-szinguldris M-métrix, ezért az

roo Fp(t) dt

0



integral adja meg az eredetileg fertdzott egyének 4ltal okozott tj fertézések varhaté FV =11 (0)
szdmat. Ezért szokds hivni a FV~! matrixot a kdvetkezd generdciés matrixnak hivni. Ez

motivélja az elemi reprodukcids rita definicigjat:
—1
Ro:=p(FV7), “)
azaz R, nem mds, mint az FV~! matrix spektrdlsugara (domindns sajitértéke).

Az aldbbiakban bebizonyitunk egy az Ry és az (1) fert6zésmentes egyensulyi helyzete

stabilitdsa kozotti kapcsolatra vonatkoz6 igen fontos allitdst.
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1. Tétel. (vo. [5]) Tekintsiik a fertézd betegség terjedését modellezd (1) rendszert, ahol f
teljesiti a (Al)-(AS) feltételt. Az xoXs betegségmentes dllapot Ry < 1 esetén lokdlisan aszimp-

totikusan stabilis, Ry > 1 esetén pedig labilis.

Bizonyitds: A Df(x,) matrix particiondlhatésdga és (AS5)-nek koszonhetGen —J, matrix Ossze

sajatértéke negativ, igy x, stabilitasa csak az F — V matrixon milik. Mivel V nem szinguldris

2 2

M-métrix és F nem-negativ, ezért a V — F métrixnak minden, a f6atl6n kiviili eleme negativ,

igy igaz az
s(F—=V) <0 = V — F nem szinguldris M-matrix

ekvivalencia, ahol s(A) jeloli az A matrix spektrdlabszcisszdjat. Mivel FV~! nem-negativ, a
—(F=V)V'1=1—FV

maétrixnak szintén minden, f6atlén kiviili eleme negativ, igy

V — F nem szinguldris M-matrix = I — FV~' nem szinguldris M-métrix.
Mivel FV~! nem negativ, minden sajatértéke kisebb vagy egyenld, mint p(FV '), ezért
I — FV~! nem szinguldris M-métrix = p(FV ' < 1.
Tovabba
s(F-V) = 0 &= V—F egy szinguldris matrix &= I—FV ' egy szinguldris métrix <= p(FV') =1,

4



igy pedig
s(F=V) >0 = p(FV')>1. N

Hasonl6 eredmény taldlhat6 [3]-ban is. Ez az el§z6eknek az a specidlis esete, amikor F—V

irreducibilis és V pozitiv diagondlis matrix.
Az aldbbiakban a fenti tétel alkalmazhat6sagat mutatjuk be példdkon keresztiil.

A [7] cikkben a szerzdk a

. I I
S I

1+al 5)
S = B—dS—%JrV(B/d—S—I)

SIRS jarvany modell kvalitativ tulajdonsagait vizsgéltdk, ahol S jelenti a fogékony, I pedig a

v 2

fert6zG egyedek 1€lekszdmat. A paraméterek jelentése a kovetkezd: r a felépiilési rata, v annak

aratdja, amellyel a felépiilt egyedek elveszitik a fert6zéssel szerzett immunitast €s visszatérnek

a fogékony osztdlyba, A a fert6zés valdszintisége érintkezésenként egységnyi id§ alatt, %

pedig a szaturécios fliggvény, ahol o« > 0 és 3 > 0.

Az (5) rendszernek egyetlen fertGzésmentes egyensilyi helyzete van: Eq = (0,B/d). Az
AdSI

F = g (6)

és
d+ 1)+ 2%
Vi= | AdSI | o )

jelolések bevezetésével (5) jobb oldala F — ) alaki. Most m = 1¢és a

F=A  V=d+r+5p,

ill.

igy a reprodukcios rata:



Tehat a (5) rendszer Ey = (0, B/d) egyensilyi helyzete lokélisan aszimptotikusan stabilis, ha
Ro < 1, azaz

A<d+r+p

és labilis, ha Ry > 1.

A [8] cikkben a szerzd a

S=b;—BSI—PS — 1S
E =S+ kI —puE 8)
[ =00+ BST— kI —wl

nemi tton terjedd betegség modell kvalitativ tulajdonsagait vizsgdlja, ahol S jelenti a fogékony,
I a fertéz6, E pedig a oltott vagy iskoldzott egyedek lélekszamat. A paraméterek jelentése
a kovetkezS: 3 > 0 az egy fGre jutd dtlagos érintkezések szama idSegységenként, P < 0 a

fogékonyak iskolai végzettségének ritdja, k > 0 a fertdzottek transzmisszids ratdja. Az

Fi=1|« )

és
—bs + BSI+ (P + us)S
V= PS + pE (10)
(k + pi — bi)I)
jelolések bevezetésével (5) jobb oldala F — V alaki. A rendszernek egyetlen fert6zésmentes

(I = 0) egyensiilyi helyzete van:

by b U
(So, Eo, I ::( — 0)
o Eo To) V4 e B+
igy b3
0 0 0 v+u O u
P+ s
0 0 bsB e
P+ e 0 0 K+ u —Db;



matrix inverze:

He (b + ps)
1 T — 0
)
vil= 0 He 0 )
bSB bsB 1

W+ p)?(k+m—by) Plk+p—b)(b+ )2 k+p—bs
hiszen

det(V) = pe - (b + ps) - (K + pi — by).

Igy a kovetkezd generdcids matrix spektralabszcisszdja

o byB
Roi=0 (V') = e+ by

b b, U
(Soy Eoy Ip) == (¢+HS’E.1D+HS’O)

egyensulyi helyzete lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha Ry < 1, azaz

Tehat a (8) rendszer

bsB < (11) + Hs)(K + W — bl)
és labilis, ha Ry > 1.
Az [5] cikkben a szerz6k tobbek kozott az

E =B:SI/N+ B, TI/N — (d+ v+ 1)E +pr,
[=vE—(d+1)I

S =b(N)—dS—p;SI/N,

| T=—dT +mE+qrl—B,TI/N

(11)

jarvanyterjedési modellt targyaljak, nem-negativ kezdeti feltétellel, ahol S jelenti a tuberko-

e

16zisra fogényok, E fertzésnek kitett, I fert6z8, T pedig a kezelt egyének 1élekszamat. A
paraméterek jelentése a kovetkezG: [31I/N, ill. 3,I/N rendre jelenti a fogékonyak ill. kezelt
egyedeknek a fert6zésnek kitett osztdlyba val6 belépési ratajat, ahol N = E+1+S+T. A
v paraméter a fertGzésnek kitett egyedek fert6z8 osztalyba 1ép6 ratdja. A d > 0 paraméter az

v 2

egyének haldlozasi ratdja. 17 ill. 7, a kitett egyének ill. fert6z6 egyének kezelési ratdja. A

2

megfert6z6dott egyének kezelésének q hanyada sikeres, tovabba p =1 — q.



-B1SI/N + BZTI/N-

Fi= (12)

és

(d4+v+m)E—prl
—VE 4+ (d +1;)1

V= (13)

—b(N) + dS + ;SI/N

dT —T']E — qT‘zl + BzT[/N

jelolések bevezetésével (11) jobb oldala F — )V alaku. A fert6zott osztdly az E és az I, ezért

most m = 2 és egy fert6zésmentes egyensilyi helyzete a rendszernek: xo = (0,0, 1,0), igy

0
e

0 0

d+v+1m —pn

-V d+T‘2

Elemi algebrai szdmoldassal azt kapjuk, hogy

1 d+r; P12

V=
(d+v+r)(d+T1)—vpr v d+v+r1

igy a reprodukcids rita
Brv

R —
0 (d+v+r)(d+1)—Vvpr

alaku.
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