1. Csicsszinezést indukalo élsulyozasok

1.1. Bevezetés

Projektmunkdm témdjat az 1-2-3 sejtés ihlette. Az 1-2-3 sejtés szerint minden leg-
alabb két €1l Osszefiiggd egyszerd graf élei megsulyozhatdak az 1,2, 3 szdmokkal
ugy, hogy a csicsokra az oda illeszked$ élek sulyosszegét irva egy megengedett
csucsszinezést kapunk. Azt mondjuk, hogy egy graf 1-2-3 tulajdonsdgu, ha igaz
rd a sejtés. Hasonldan definidlhatd, az a-b tulajdonsig, annyi eltéréssel, hogy a
sulyhalmazt az 1, 2, 3-r6l lecseréljiik az a, b-re. A sejté€s kapcsan szadmos tovabbi
kérdés megfogalmazhatd, mi a sejtés Osztonozte Uj teriileteken kezdtiink el kutatni
a szakdolgozatomban majd az elsd félévben, és ezt a kutatast folytattuk a masodik
félévben. Az elsd félévben altalanos grafok a, b élsilyozasdra, mig a masodik fél-
évben pdros grafok a, b majd ezenbeliil a 0-1 élsilyozdsara koncentraltunk, mivel
amint latni fogjuk a 0-1 eset gyokeresen eltér a tobbi a-b esettdl.

1.2. Eddigi eredmények

Ebben az alfejezetben bemutatom, hogy a masodik félév el6tt milyen eredményekre
jutottunk. Mdr a szakdolgozatban felirtunk egy IP modellt az 1-2-3 sejtés model-
lezésére, amelyet késGbb az a-b élsulyozasos feladathoz is fel tudtunk haszndlni.
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Ahol a J*(i) azon j élindexek halmaza, melyekre ¢; illeszkedik v;-re.

Az IP modellt a LEMON [3] és a CPLEX [4] felhaszndldsdval implementéltuk.
Els@sorban a programot arra terveztiik, hogy ellendrizze, hogy az input graf 1-2
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tulajdonsédgu-e, és csak akkor ellenérizze az 1-2-3 tulajdonsdgot, ha az 1-2 nem
teljestil rd. Egészen az 0sszes 12 csucsu gréfig le tudtuk futtatni a programot, ezzel
is megbizonyosodva a sejtés helyességérdl 12 csucsig, bar mar erre a csticsszamra
1s két hétig futott az Atlasz [5] szuperszdmitogépen. A kovetkezd csucsszamra, azaz
a 13 csticsu grafokra a becslésiink szerint megkozelitSleg 18 évig futna a program.
Lathato, hogy jelentSs gyorsitdsok nélkiil a 13 csicsd grafokra mar reménytelen,
hogy végig vérjuk a futdst.

Tovébbi teriileteken is haszndltuk a modellt. Mint példaul mit tudunk abban az eset-
ben, ha van egy pdros grafunk és az éleire mér kezdetben is vannak irva a, b sulyok,
akkor befejezhetG-e, ha megengedett a-b élstilyozast szeretnénk. Ez azért is érdekes,
mert azt viszont mar tudjuk, hogy paros grafokra polinom idében eldonthetd, hogy
1-2 tulajdonsaguak-e [2] (és elég sok a, b szdmpdrra is az 1, 2-6n kiviil). Viszont
arra az eredményre jutottunk, hogy ebben az esetben mar egy NP-teljes probléméhoz
jutunk. Ebbdl kifolydlag, visszalépve egyet, fakra is megvizsgéltuk a befejezhetdsé-
get és itt mar tudtunk is egy polinomidlis dinamikus programozasi algoritmust adni
arra, hogy egy megkezdett silyozds befejezhet§-e a fikon. Vagy egy masik teriilet,
ahol tudtuk haszndlni a programot, Dudek és Wajc munkdjdhoz [1] kapcsolddik.
Ok belattdk, hogy az 1-2 tulajdonsig eldontése tetszSleges grafra NP-teljes, és tigy
sejtették a cikkiik végén, hogy a mddszeriik tetszlleges a, b-re is kiterjeszthetd.
Nekiink pedig a program segitségével sikeriilt megmutassuk (ahol a programmal
a redukciohoz sziikséges gadgetek szerkezetét sikeriilt megsejteniink), hogy ez a
sejtés a —1, 1 szdmpartdl eltekintve fenndll. Erre a kivételes esetre egy alapjaiban
eltérs redukciot kellett adjunk NAE3SAT-rél, mig a tobbi esetre ezt a 3-SZIN-rél
tettiik meg, ahogy Dudekék.

1.3. Masodik féléves kutatasi témak

A madsodik félévben leginkdbb paros grafokra koncentraltunk. Ezen beliil két esetet
kiilonboztetiink meg: az egyik az dltaldnos a-b eset, amikor egyik szdm sem 0, a
masik mikor a 0-1 €lsilyozasrol beszéliink.

1.3.1. Az a-b eset

Ahogy fentebb emlitettem, paros griafokra polinom idében eldonthetd, hogy 1-2
tulajdonsdguiak-e. Mégpedig ugy, hogy karakterizdlhat6ak a nem 1-2 tulajdonsigu
paros grafok, és adhaté egy polinomidlis algoritmus, amely ellenérzi, hogy egy
adott graf eleget tesz-e ennek a karakterizacidonak. Ezek a nem 1-2 tulajdonsagu
paros grafok az ugynevezett paratlan multi-kaktuszok. Viszont a cikkben ahol ez a
karakterizdciot adjdk [2] a bizonyitdsbdl az is kijon, hogy nem csak az 1-2, hanem
az a-b tulajdonsdg is eldonthetS polinomidlisan, ha a < b természetes szdmok és a
paratlan, b paros. Tehdt ezen a teriileten még az megoldatlanul maradt, hogy ha a és
b paritdsa megeggyezik, akkor is polinomidlsian el lehet-e donteni az a-b tulajdon-
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sdgot. A félév egyik felében erre a feladatra koncentrdltunk. Mégpedig a sejtésiink,
hogy ha a, b természetes szamok egyike sem 0, akkor ugyanaz a karakterizacio igaz
ebben az esetben, mint az 1-2 esetben. Ezt a sejtést, pedig arra alapoztuk, hogy
a fentebb definiélt IP modell egy véltozataval tudtunk késziteni egy olyan progra-
mot, amivel 16 csucsig le tudtuk gydrtani az 6sszes nem 1-3 €s 3-5 tulajdonsagu
paros grafot és azt tapasztaltuk, hogy ebben a két esetben szintén pont a paratlan
multi-kaktuszok voltak az egyediili ellenpéldak.

Ezért megprobaltuk az 1-2-es esetre adott bizonyitast kiterjeszteni az 1-3-as esetre,
remélve, hogy j6l adltaldnosithaté a médszer. Az elsd 1épés annak megmutatdsa lett
volna, hogyha egy paros grafnak van egy egy foku csucsa, akkor a-b tulajdonsagu.
Innentdl kezdve az a-b esetrdl attériink csupan az 1-3 eset vizsgalatara. A kovetke-
z6kben bemutatom a megkozelitési modszereket amellyekkel prébalkoztunk ezen
allitas belatasdn. Az 1-2 eset tgynevezett f-factorok hasznélatdval jott ki, amit a
kovetkezSképpen lehet definidlni. Ha G 0sszefiigg6 és f : V — Zy, akkor H ¢ G
részgraf f-factor mod &, ha dy(v) = f(v) mod k minden v € V-re. Ha a modulus
2 és igaz az f-ek Osszegére, hogy paros, akkor 1étezik G-ben f-factor mod 2. Ezt
hasznélva beldthatd, hogyha G pdaros €s van egy csucsa melynek foka egy, akkor
az 1-2 tulajdonsagu. Ezért megprobéltunk analdg tételeket gyartani az 1-3 esetre,
amivel hasonldan be lehetne latni az éllitast, de sajnos egyik tétel sem volt igaz —
konnyen taldltunk olyan ellenpélddkat melyekre az analég médon megfogalmazott
feltétel teljesiilt, viszont mégsem volt benne f-factor.

Mod 3 kiilonbozé élsilyozas keresés szintezéssel

Ezutan mivel lattuk, hogy ezen a teriileten nem remélhettiink elGrelépést attértiink
arra, hogy azzal probalkozzunk, hogy ebben a specidlis esetben adjunk egy élsulyo-
zast ami mod 3 kiilonboz4. Ez alatt azt értem, hogy egy olyan stilyozas legyértdsaval
prébalkoztunk, ahol két szomszédos cstcs cimkéje kiilonbozik mod 3, esetleg az
egy foku rogzitett csticsot kivéve. Erre is az 1-2 eset adott motivaciét, mert abban az
esetben igy is beldthatd. Mégpedig tigy, hogy vegyiink egy feszit6fat a paros grafban
€s gyokereztessiik az egy foku csticsban v-ben. A v-tdl val6 tavolsag a feszitGfdban
szintekre osztja a csucsokat. Azt szeretnénk elérni, hogy minden u csucsra (a gyo-
keret leszamitva), a cimkéjének paritdsa megegyezzen a szint paritdsaval, roviden
azért, mert mint latni fogjuk, az igy kapott stlyozdssal egy megengedett 1 — 2 élst-
lyozast kapunk. Nézziik, ezt hogyan tudjuk elérni.

Legyen a fa mélysége m. Milyen fan kiviili élek lehetnek a grafban? Csak olyanok
amelyek pdros szintrdl pdratlanra, és paratlanrdl parosra mennek, mivel a grafunk-
ban, csak paros hosszi korok lehetnek. Ezért tdztiik ki magunknak az emlitett célt.
A faban minden gyokértdl kiilonbozé csticsbol felfelé pontosan egy €l megy. Az m.
szinttdl felfelé elindulva a kovetkezdt csindljuk: szamoljuk 6ssze a lentrdl beérkezd
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éleken 1évG szamok 0sszegét (ha egy levél csucsot néziink, akkor ez 0 lesz), és ha en-
nek az 0sszegnek a paritdsa megegyezik a szint paritdsaval, akkor a felfelé mend élre
2-est irjunk, egyébként 1-est. Minden mds nem fa élre frjunk 2-est. Igy el tudjuk érni
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felhaszndlva bedllithatndnk az 6 paritdsat. De vegyiik észre, hogy ott sem lehet gond,
mert v gyerekére illeszkedik még legaldbb egy él, szoval lehet, hogy v szintjének
paritdsa nem egyezik meg cimkéjének paritasaval, de ez nem baj, mert z(v) < z(w),
ahol w a v gyereke. Tehdt a sulyozds, amit az algoritmus ad, egy megengedett 1-2
élsulyozas. A félév egy részében ezen algoritmus kiterjesztésén dolgoztunk. Az els6
otlet ami tdmadhat, hogy az 1-3 esetben is a 3 lehetséges maradék koziil mod 3 csak
kettSt hasznédljunk felvéltva szintenként, példdaul a 0-as és 1-es maradékot. De ez
sajnos nem €rthetd el mindig. Ha megengedjiik, hogy az egyik szinten példaul 1-es
és 2-es maradék is lehessen mig a masikon csak 0-ds, még az sem elég. Tehdt ebbdl
az iranybdl nem tudtunk adni egy mod 3 kiilonboz6 megengedett élsulyozast.

Mod 3 kiilonboz6 élsiilyozas keresés blokkfelbontas segitségével

Ezutdn a mod 3 kiilonbozd élstlyozdst a blokkfelbontds segitségével prébaltuk
megadni. Egy graf blokkfelbontdsa a kovetkezd: Legyen e = f, ha e = f vagy
1étezik C kor, hogy e, f € C. Ekkor ez egy ekvivalencia relacid, és az osztdlyokat
blokkoknak nevezziik. A B; blokkokra tobbek kozott az igaz, hogy 2-0sszefiiggbek
vagy B; = K,. Emelett a blokkok faszertien illeszkednek egymdshoz, barmely két
blokknak legfeljebb egy k6z0s pontja van, és ha van k6zos pontjuk akkor az egy
elvagd pont. Azért kezdtiik el a blokkfelbontdsokat vizsgdlni, mert a blokkok mivel
2-0sszefiiggdek 1étezik fiilfelbontasuk, és ezen fiilfelbontds mentén teveztiink volna
sulyt adni az éleknek egy mod 3 kiilonbozd sulyozas reményében. Az altaldnos eset
ebben a megkozelitésben sem jott ki és ezaltal azt gondoljuk, hogy nem is mindig
létezik mod 3 kiilonboz6 €lsilyozds, viszont ezek vizsgalatdval a kovetkezd allitds
kjott:

1.1. Allitas. Legyen G egy pdratlan multi-kaktusz, plusz egy lelogé él. Ekkor G 1-3
élsulyozhato megengedetten.

Kiilonb6z6 megengedett élsilyozasok kozotti kapcsolat

/////

megengedett 1-2 élstilyozdsdhoz letudunk gyartani G-nek egy megengedett 1-3 élsu-
lyozasét, akkor készen vagyunk. Mivel az konnyen lathat6 a paratlan multi-kaktuszok
egyik fajta karakterizaci6jabol, hogy 6k nem a-b élsilyozhatéak megengedetten
semmilyen a, b-re. Ezért els6 korben az az otletiink tdmadt, hogy ellendrizziik le fix
grafokra, hogy mennyi kiilonb6z6 megengedett 1-2 illetve 1-3 élsulyozas van. Mivel
ha esetleg azt lattuk volna, hogy ugyannyi a szdmuk, akkor erdsen sejthettiik volna,
hogy egy tetszGleges 1-2 €lsilyozds egy az egy megfeleltethetd egy 1-3 é€lsilyo-
zasnak. Az pedig, hogy hany darab megengedett élsilyozdsa van egy adott grafnak
tobbféleképpen is leellendrizhetd. Kitaldltunk egy backtrackinges algoritmust, ami
valészinidleg gyorsan kiszdmolta volna ezt a szdmot, de mielStt implementaltuk
volna leellendriztiik kisebb példdkra egy konyebben implementdlhaté mddszerrel,
amely pedig az 6sszes lehetséges (2™ darab) élsilyozést legyértotta majd leellendriz-
te mindre, hogy megengedett-e. Implementdlds utdn azt tapasztaltuk sajnos, hogy
egyaltalan nem igaz, hogy ugyanannyi megengedett 1-2 élsilyozds lenne mint az
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1-3 esetben. A 1. tdbldzatban azt is megfigyelhetjiik, hogy az egyik irdnyban sincsen
egyértelmd eltol6dds a megengedett élsiyozdsok mennyiségében.

| Eset || Egy 10 csticsd fa | Egy 12 csicsi fa | Egy 13 csticsi graf |

1-2 369 2048 8192
1-3 512 2048 7678
1-5 481 2028 8060

1. tdblazat. Amint lathatjuk egyik irdnyban sincsen egyértelmi eltérés a megengedett
élsilyozasok kozott egy-egy példdn megmutatva.

1.4. A 0-1 eset

Masik témakor amin gondolkoztunk, az a paros grafok 0-1 élsilyozdsa. Ez az eset
azért érdekesebb a tobbi a,b esetétdl mert itt a programmal azt tapasztaltuk, hogy a
paratlan multi-kaktuszokon kiviil rengeteg masik graf sem 0-1 tulajdonsagu. Kétfelé
indulhattunk el tehat: megprébalunk egy hasonl6 karakterizaciét adni, mint amit az
1-2 esetben lattunk, vagy beldtjuk, hogy ez a feladat mar a paros grafokon is nehéz.
Itt egyelSre azt allapitottuk meg, hogy az eddigi nehézségi bizonyitdsok, amiket
csindltunk a témakorben nem terjeszhetSek ki nagyon egyszerden. Mivel példaul
az a,b és 0,1 esetre adott redukcionk éltaldnos grafokon erdsen tdmaszkodnak
a pdratlan korok specidlis tulajdonsdgaira ezekben a feladatokban. Egy érdekes
kiilonbséget az dltaldnos a-b és a 0-1 eset kozott a kovetkezd 4llitas fogalmazza
meg:

1.2. Allitas. Nem létezhet olyan H pdros grdf. amelynek van egy olyan e levél éle,
hogy H minden megengedett 1-2 élsuilyozasban a siilya 1. Kovetkezésképpen olyan
sem lehet aminek pedig 2.

Ez az allitas abbdl a ténybdl bizonyithaté be, hogy a nem 1-2 tulajdonsagi grafok
a paratlan multi-kaktuszonk. Tehét a sejtésiink szerint ez az 4llitds minden a, b-re
is fennall, ha egyik sem 0. Viszont ez az éllitds egyértelmiien nem igaz a 0-1 estre,
mivel itt vegylink példdul egy kettd hosszu utat. Ekkor ez egyrészt egy péaros graf,
madsrészt egyetlen egy megengedett 0-1 silyozdsa van, az pedig ha mind a kett§ él
1-es sulyt kap. Tehdt a 0-1 esetben specidlis esetekben tudunk kényszeriteni 1-es
suly eldirdst. Ez 6sztonozhet arra, hogy egy visszavezetést az elkezdett élsiulyozasos
véltozatrdl probédljunk adni, amirdl az el6z§ félévben lattuk be, hogy NP-teljes. Mivel
az €l eldirds €s a suly kényszerités kozott sok hasonlésdg van, viszont a fokszam
elGirt részgraf feladatra adott redukcié sem alakithato at egyszerten erre a feladatra.



1.5. Terv a kovetkezo félévre

Amint a legutolsé bekezdésben taglaltuk a paros grafok 0-1 élsilyozasa érdekes
témakor. Egyre jobban afelé hajlunk, hogy eldonteni, hogy egy péros graf O-1
élsulyozhaté-e megengedetten az NP-teljes. ElsGsorban egy redukcié kidolgozdsan
fogunk dolgozni.

Emellett csak részeredményeink sziilettek az altaldnos a, b esetre is paros grafok
esetében. A sejtésiink tovdbbra is fenndll, hogy minden a, b-re, amikor egyik sem
0 teljesiil, hogy a nem a-b tulajdonsdgu péros grafok pontosan a paratlan multi-
kaktuszok. Amint fentebb lattuk az eddigiektdl ehhez is alapjaiban més megkdozeli-
tési modszerrel kell majd hozzaalljunk.

Tovabba ebbdl a t€émabdl egy cikk is fog késziilni, aminek a forditdsat és leirdsat mar
ebben a félévben megkezdtiik és a tovdbbiakban is folytatni fogjuk.
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