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1. Bevezetés

Az el6z6 félévben elkezdett munkamat folytatva, sztochasztikus folyamatok magasabb
rendii Markov lancokkal val6 modellezésével foglalkoztam. A félév soran megismer-
kedtem kiilonb6z6 modszerekkel, melyek segitségével vizsgélhaté a Markov lancok
rendje. A megismert modszereket szimulalt mintan probaltam ki, majd néhany mod-
szert valos adatokon is alkalmaztam.

2. Elmélet

Ebben a fejezetben az optimalis rend kivalasztasanak néhany lehetséges modjat mu-
tatom be.

2.1. Likelihood-hanyados moédszer

A likelihood-hanyados modszer soran felirjuk a k-rendi 6, atmenetmaéatrixhoz tartozo
likelihood fliggvényt:

L(Os,2) = p(altn-1)p(tn1|2a-2) - plaslar) = plar) [T T 1

ahol p;; az atmenet valészintsége x; allapotbol z; dllapotba 6, atmenetmatrix mellett,
n;; az atmenetek szama a mintdban z;-bél z;-be. Belathato, hogy az dtmenetmatrix
maximum likelihood becslése a relativ gyakorisag.

A modell rendjének névelésével ugyan né a likelihood érték, de ezzel egylitt né a
modell komplexitésa is. Eppen ezért vizsgalni kell, hogy a magasabb rendt modellhez
tartozo likelihood érték szignifikansan nagyobb-e. Ennek eldontésére a valoszintiségi
hanyados probat alkalmazzuk. Nullhipotézisként azt tessziik fel, hogy a modell k
rendd, alternativ hipotézisként m rendet feltételeziink. A probastatisztika értéke a
kovetkezd:

Az igy kapott 11,, statisztika a nullhipotézis mellett x? eloszlast kévet (]S]™—|S|*)(|S|—
1) szabadsagfokkal, ahol S a lehetséges allapotok halmaza.

Ennek a modszernek az egyik hatranya, hogy egyszerre csak két modellt tudunk
tesztelni.



2.2. Akaike-féle informacios kritérium

A kiilonb6z6 rendd modellek Gsszehasonlitédsara segitségiinkre lehetnek kiilonféle in-
formacios kritériumok, ezek koziil az egyik az Akaike-féle informéacios kritérium, me-
lyet a kovetkezs képlettel kapunk:

AIC(k) = ki — 2(S™ = [S1)(IS] = 1)

Itt m a legmagasabb ésszert rend, k£ a vizsgalt modell rendje. A modell annal jobb,
minél alacsonyabb AIC értéket kapunk.

2.3. Bayes-féle informacios kritérium

Egy masik gyakran hasznalt informécios kritérium a Bayes-féle informaciés kritérium
n elemd mintara:

BIC(k) = knm — (ISI™ = |S[*)(IS| = 1) logn

Ahogy az el6z6 modszerben, itt is a kritérium csokkenése jelenti a modell javulasat.

2.4. Cross Validation

Els6 1épésben felosztjuk a mintat két részre, egy tanité halmazra, amin megbecsiil-
jik az atmenetvaloszintiségeket, és egy validalo halmazra, amin ellenérizhetjiik az
eredményt. Miutan a training halmazon megbecsiiltiik az dtmenetvaloszintiségeket,
minden ¢, j allapotparhoz definidlunk egy r;; rangértékeket, vagyis hogy az z; élla-
potbdl hanyadik legvalészintibb, hogy az z; allapotba keriiliink. Végiil kiszamoljuk a
modellhez tartozé atlagos rangot az alabbi képlet alapjan:
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ahol n;; az atmenetek szaméat jeloloi x;-bdl z;-be a validalé halmazon.
A kiilonb6z6 rendt modellek koziil a legkisebb atlagos rangut vélasztjuk.

2.5. Kétlépéses visszatérés

Ebben a modszerben megbecsiiljiik a k-rendd modellel annak a valoszintiségét, hogy
két lépés milva ugyanabba az allapotba tériink vissza, majd az igy kapott eredményt
Osszevetjiik a mintaban szerepld kétlépéses visszatérések relativ gyakorisagaval.

Els6 1épésben megbecsiiljiik az atmenetmétrixot a k-rendd modellel, majd ebbdl
kiszamoljuk a staconarius eloszlast. Ezutan felirjuk a P(z,40 = i, 211 = jlo, = 1)
valoszintiséget minden i-re, és ezeket a valoszintiséget Osszegezziik sulyozva a stacio-
narius eloszlassal:

Y P(Xy=i,Xpo=1) =Y 7(i)Y P(Xpip =i, Xpp1 = j|X, =)

i J



Az igy kapott érték egy becslés a kétlépéses visszatérés valoszintiségére. Ezt Ossze-
vetjiik a mintdban szerepls kétlépéses valoszintiségek relativ gyakorisdgéval. A modell
annal jobb, minél koézelebb all egymashoz a két érték.

2.6. Entrépia

A megfelels rendet megtalalasahoz definialjuk az entrépia fogalmat:

H(Xia] X)) = =Y 7(i)psw log(pin)

Jk

ahol 7 a stacionarius eloszlas.
Az optimalis rend megtalalésat jelzi, ha a rend tovabbi novelésével mar nem csok-
ken tovabb az entroépia.

3. Modellezés valos adatokon

A fent bemutatott modszerek koziil a likelihood-hdnyados modszert és az informacios
kritériumokat valés adatsorokon is kiprobaltam. Ennek eredményeit ismertetem ebben
a fejezetben.

Az els6 minta iizleti ciklusokat tartalmazott, azonban a minta a rovidsége és az al-
lapotok ritka valtozésa miatt nem volt alkalmas magasabb rend Markov modellekkel
vald elemzésre.

A masodik adathalmaz napkitorések erdsségét tartalmazza 2002. januar és 2019.
majus kozott. Az adatok https://www.kaggle.com /datasets/laudiomachadopaulo/solar-
flare-list-over-12-years oldalrél szarmaznak. A minta 13 870 napkitorést tartalmazott.
Az eredeti adatsorban 211 kiilonb6z6 kategoria szerepelt. Mivel ennyi allapot nehe-
zen kezelhetd, illetve sok allapot nagyon kevésszer szerepelt a mintaban, ezért a ka-
tegoridkat 11 allapotba vontam Gssze. Az igy kapott adatsorhoz tartozo egylépéses
gyakorisagi matrix a 1. abran lathato.

A modellezés sordn R programnyelvet hasznaltam.

3.1. Likelihood

A likelihood modszerrel az 2. abran lathato log likelihood értékeket kaptam.

Az els6rendi és a masodrendi modell 6sszehasonlitasaként a valoszintiségi hanya-
dos probaval p = 0 értéket kaptam, vagyis a mésodrendd modell val6ban jobb, mint az
els6rendd. A harmadrendd modell vizsgalata soran viszont méar nem nétt jelentGsen
a loglikelihood érték. Az eredmények a 1. tablazatban lathatok.



To
From €1 €2 (C3 4 C5 Cé cy €8 (9 M X
C1 3398 1088 459 258 157 94 83 61 43 327 18
C2 1114 631 321 167 189 78 4ds 37 36 167 17

C3 459 298 166 99 58 37 4% 28 25 141 9
Cc4 238 172 9 67 47 35 25 21 1V 95 8
5 131 114 66 51 41 28 19 9 15 75 5
6 181 65 48 28 16 12 13 7 8 51 4
cf 67 4% 37 31 17 15 11 11 8 a3 7
cg 59 45 25 14 15 11 12 4 [ 1

5

e 53 33 22 17 14 5 3 4 i 32
M 346 202 117 92 F6 50 52 38 28 237 15
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2. abra.

3.2. Informéacioés kritériumok

A likelihood-hanyados modszerrel szemben az Akaike és a Bayes-féle informéacios kri-
tériumok nem tamasztjak ald a masodrendtiséget. A kévetkezs abrakon latszik, hogy
a masodrendd modell esetén magasabb informécios kritériumok adédnak, ugyanakkor
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1. tablazat.

a novekedés nem jelentds, az igy kapott eredmény tehat nem mond teljesen ellent a
likelihood moédszernek.
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