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A beszamolét Nagy Noémi Héalézati folyamatok modellezése differencidlegyenletekkel cimii dok-
tori értekezése alapjan készitettem.

Halézat és jelolések

A célunk, hogy jarvanyterjedési modelleket vizsgdljunk. A betegségterjedés folyamatdanak model-
lezéséhez a haldzati struktira, illetve a folyamat dinamikajanak meghatarozasa sziikséges.

A haldzati modelleket grafokon vizsgaljak, esetiinkben a graf cstucsai az embereket reprezentdaljdk,
és két csucs kozott akkor fut él, ha a csticsoknak megfelel6 személyek kapcsolatban vannak egymaéssal.
Adott tovabbé a halézatban végbemen6 dinamika, amely leirja, hogy hanyféle dllapotban lehetnek
az egyedek, illetve az allapotok kozotti atmenetekre vonatkozo szabalyokat.

A hiélézatot egy N csucsu grafként tudjuk megadni, melyet felirhatunk egy G adjacencia matrix
segitségével. Feltessziik, hogy a graf egyszerti. Megadhaté élsulyozott graf is, ahol a p — ¢ él stilya
azt mutatja, hogy milyen erdsséggel hat a p-edik csics dllapota a g-adik csics allapotvaltozasara.
A hélézati dinamika modellezéséhez ismert az {my1,...,mys} dllapothalmaz, ennek elemei a csticsok
M darab lehetséges éllapotét jeloli. Feleltessiik meg az dllapotteret az S = {a = (a1,...,an)|ay €
{mq,...,mp},n=1,..., N} halmazzal. Eszerint az allapottér M elemii, vagyis ennyi kiilénboz
allapotban lehet a folyamat. Egy a = (a1,...,any) — b = (b1,...,by) allapotvéltozas pontosan
akkor kovetkezhet be, ha létezik egyetlen n € {1,..., N}, melyre a,, # b, és a; = b; minden i €
{1,...,N}\{n} esetén.

Egy cstics dllapotvéltozasat egy exponencialis eloszldsi valdszinliségi valtozo irja le, ahol annak
a valdsziniisége, hogy 0t id6 alatt m; — m; allapotvaltozds bekovetkezik 1 - efii% ahol fij eR
jeloli az allapotvaltozas ratajat. Ennek megfeleléen a folyamat egy Markov-lancnak tekintheto,
melynek S az dllapothalmaza. Jelolje X (), hogy milyen allapotban van a sztochasztikus folyamat
a t idépontban, t € [0,00). A folyamat jellemzésére felirhatéak az alapegyenletek, melyek egy
allandé egytitthatods, linedaris differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.

Az x4(t) = P(X(t) = a) Va € S vialtozék a fenti differencidlegyenlet-rendszer valtozdi, és azt
irjak le, hogy milyen valdszinliséggel van a Markov-lanc a t id6pontban az a allapotban.

SIS modell

Az egyik legegyszertibb jarvanyterjedési modell. Ennek soran feltessziik, hogy a csticsok két
killénboz6 allapotban lehetnek, tehat N csics esetén az allapottér 2V elemi. Jelsljitk ezeket S-sel
(egészséges allapot), illetve I-vel (beteg allapot). Az allapotok kozott az S — I és az [ — S
dtmenet lehetséges. A halézatot lefré graf N csiicst, és G e {0,1}V*Y maétrix segitségével adjuk
meg, hogy mely cstcsok kozott vezet él. A gydgyuldsi ratdt v > 0, a fertézési ratat 7 > 0 jeldli.

Alacsony dimenzios modellek

A csuicsszam novelésével az alapegyenletek szama exponencidlisan né N fiiggvényében, igy nagy N
esetén nem tudjuk felirni, illetve numerikusan megoldani 6ket. Helyettiik kisebb méretii kozelito



egyenleteket hasznalunk, amik megbecsiilik a folyamat néhany fontos jellemzéjét, példaul az atlagos
betegszamot. Az egyik ilyen modell az atlagoldssal kapott egyenlet (mean-field):

[11(t) = 7[STI(t) = ~[1](1),

melyben [I](t) jeloli, hogy a t id6pontban dtlagosan hény fertézott van, illetve [ST](t) jeloli az ST
élek szaménak varhat6 értékét a ¢ idépontban. Mivel [SI] és [I] valtozo is ismeretlen, ezért az
egyenlet nem megoldhat6. Az egyenlet megoldhatésdgdhoz az [ST] értékét becsiiljiik az [I] valtozo
segitségével. A becsléshez kombinatorikai eszkozoket haszndlunk, mely a kovetkezd Osszefiiggést
eredményezi: [SI] ~ 575 [I](N - [I]). Tehét a kovetkezd kozelitd differencidlegyenletet kapjuk:
[11(t) = 7 [N = [1]) -/ [1](8)
Az [SI] értékére alkalmazott kozelités azonban nem lesz pontos tetszéleges graf esetén, mivel a
beteg csiicsokat a becslés soran egyenletesen elszértnak feltételezziik a grafban, pedig azok nagyobb
valészintliséggel fognak egymashoz kapcsolédni, mint az egészséges csucsokhoz.

Egy maésik alacsony dimenzids kozelité modell a NIMFA (N-intertwined mean-field approxima-
tion). Jeldlje z;(t) annak a valészin(iségét, hogy az i-edik cstics a t idépontban beteg, illetve legyen
W a halézat adjacenciamdtrixa. A NIMFA modell az aldbbi:

N
i?i=7'zwij(1—l‘i)l‘j—’}/$¢, ’i=1,...,N

7=1

A betegek atlagos szama ekkor I(t) = z1(t) +---+xzn(t). N cstcsu graf esetén N darab differen-
cidlegyenlet megoldasa sziikséges hozza.

Tekintsiink egy maésik lehetséges becslést a NIMFA modellbdl kiindulva. Ennek sordn feltessziik,
hogy minden cstics ugyanolyan allapotvalésziniiséggel rendelkezik atlagosan, ezt a valészin{iséget
jeloljiik y(t)-nal, - vagyis y(t) ~ x;(t), i =1,..., N esetén. Jelolje n az dtlagos fokszamot, ekkor n
becslés a W matrix sordsszegeire. A NIMFA modell egyenletében alkalmazva a felirt becsléseket
kapjuk a 9 = 7n(1 - y)y — vy differencidlegyenletet. Ekkor az atlagos betegszam: I(t) = N -y(t).
Erre a kozelitésre a tovabbiakban egyszerti dtlagolé modellként fogunk hivatkozni.

A tovébbiakban azt vizsgaltuk, hogy a NIMFA modell, iletve az egyszerii dtlagolé modell ugyan-
azt az egyensulyi dllapotot adja-e, illetve, hogy mennyire egyeznek meg a tranziens viselkedések
kiilonb6z6 paramétervalasztasok mellett.
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A modelleket az N = 100 csticsu korgrafon vizsgaltuk. A bal oldali dbran lathaté, hogy 7 = 2.2
és v = 1 mellett az Osszes egyed kb. 76.93%-a fertézédik meg, és mindkét modell ebbe az egyenstilyi
allapotba all be végiil, viszont a NIMFA modell a tranziens szakaszban hamarabb bedll az egyensilyi
allapotba. A jobb oldali dbra szerint 7 =2, v = 4.1 esetén a jarvany idovel eltlinik.



