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Ebben a félévben a kiipszeleteket véges geometriai iranybdl kozelitjiikk meg. Az ismert klasszikus
projektiv sikkal analég mddon felépithet6 véges projektiv sikokat véges testek felett koordinatazva
kapott geometriai struktirakban masodrendi gorbékként megjelen6 kupszeletek 6nmagukban is
érdekesek, és szamtalan, eredendden kombinatorikai és kddelméleti probléma kezelésére adnak -
nem mellesleg esztétikus - megoldédst. Az aldbbiakban ezekbe adunk némi betekintést.

Projektiv sik felépitése illeszkedési axiomakkal

A klasszikus projektiv sikon ismert az aldbbi két axioma:

1. Két tetszéleges (egyméstol kiilonb6zé) ponthoz 1étezik pontosan egy egyenes, amely mind-
ketton athalad.

2. Két tetszoleges (egymastdl kiilonboz6) egyenes pontosan egy pontban metszi egymést.
Ennek nyoman definidlhatjuk az absztrakt projektiv sikot.

Definicié 0.1 Tekintsik o 11 = (£,£, 1) hdrmast, ahol & és £ diszjunkt halmazok, I pedig
eqy & x L-en értelmezett reldicio, melyet incidenciareldcionak vagy illeszkedésnek neveziink, &
lesz a pontok halmaza, £ pedig az egyeneseké. 11 absztrakt projektiv sik, ha teljesiti a kovetkezd
azxiomakat:

1. VP, Py (P # P2) € P-re Nl € £, hogy (P1,l),(P2,l) € I, azaz barmely két kilonbozd
pontra pontosan eqy egyenes illeszkedik.

2. Yl ly (lh # l2) € L-re 3P € P, hogy (P,l1),(P,la) € I, azaz bdrmely két kilonbozd
egyenesnek pontosan egy metszéspontja van.

3Nl e Lrel{ Pe 2P| (P]Il) eI} >3, azaz minden egyenes tartalmaz legaldbb hdrom
pontot.

4. VP e P-rel{le L |(P]I) eI} >3, azaz minden ponton dthalad legaldbb hdarom egyenes.

Az 1. és 2., valamint a 3. és 4. axiomék egymas dudlisai, ha az egyikben felcseréljiik a pontok
és egyenesek szerepét, a masikat kapjuk vissza. fgy barmely, a projektiv sikon megfogalmazott
allitasnak a dudlisa is automatikusan érvényes, elegendé mindig az egyiket bizonyitani.

Hasonléan elkészitheté minden projektiv sikhoz egy dudlis sik, amelynek pontjai az eredeti sik
egyenesei, egyenesei pedig az eredeti sik pontjai, tovdbba ezek pontosan akkor illeszkednek az 1j
sikon, ha illeszkedtek a eredetin is. Kénnyen meggondolhatd, hogy az igy kapott sik is projektiv
sik lesz, valamint hogy projektiv sikok kozt a dualizalds miivelete involicio.

Definicié 0.2 A II projektiv sikot véges projektiv siknak nevezziik, ha & és L végesek.



Véges projektiv sikra a legegyszeriibb példa az tn. Fano-sik (1. &bra). (Hogy miért a
legegyszeriibb, ki fog deriilni a koordindtdzas soran is.) Konnyen ellendrizhetd, hogy erre a
konfiguraciora teljestilnek a projektiv sik axiémai.

E

Figure 1: Fano-sik

Tétel 0.3 Legyen II véges projektiv sik. Ha Il-nek van olyan egyenese, amelyre n + 1 pont
illeszkedik, akkor a kovetkezok teljestilnek:

1. II minden egyenesére n + 1 pont lleszkedik
2. IT minden pontjdra n + 1 egyenes illeszkedik
3. II n? 4+ n + 1 pontot tartalmaz

4. I n? +n+1 egyenest tartalmaz

Bizonyitas Legyen [ a feltételben adott egyenes, melyre illeszkedjenek a Py, P, ..., P41 pontok.
Legyen H egy l-re nem illeszkedd pont. Az 1. axiéma miatt H-t 6sszekothetjiik a P; pontokkal, és
az igy kapott egyenesek koziil semelyik ketto nem esik egybe, mivel [ nem tartalmazza H-t. A 2.
axiéma értelmében viszont a H-n dthaladd egyenesek mind metszik I-et, de ezek a metszéspontok
csak a P;-k lehetnek, igy azt kapjuk, hogy H-n pontosan n+ 1 db egyenes halad keresztiil. A mar
emlitett dualitast hasznalva adddik, hogy ha létezik olyan S pont, ami n+ 1 egyenesre illeszkedik,
akkor az S-en at nem haladé egyenesek mindegyikén rendre n + 1 pont van.

Legyen k egy [-t6l kiillonboz6 tetszoleges egyenes. Ekkor a 4. axiéma miatt k N l-en athalad
legalabb egy, k-tdl és [-t6l is kiillonboz6d egyenes, melynek a 3. axiéma értelmében van k N I-t6l
kiilonb6z6 pontja. Jeldlje ezt a pontot T'. Mivel T' nem illeszkedik [-re, ezért rajta n 4+ 1 egyenes
halad at. De T kiviil esik k-n is, ezért k-ra is n + 1 pont esik. Ezzel az 1. allitast belattuk.

Legyen P tetszoleges pont a II projektiv sikon. Ekkor a 3. és 4. axiomék kovetkeztében a sik
tartalmaz olyan egyenest, amely nem halad 4t P-n. A fentiek miatt erre az egyenesre n + 1 pont
illeszkedik, tehat P-n n + 1 egyenes halad at, ezzel bebizonyitottuk a 2. allitast.

Az 1. axiéma értelmében a sik Osszes pontja el64ll, ha felsorakoztatjuk az Gsszes, egy tetszéleges,
elére rogzitett P ponttal 6sszekotott pontot. Mar igazoltuk, hogy P-re n 4 1 egyenes illeszkedik,
melyek mindegyike (P-t leszamitva) n pontot tartalmaz, igy a sik pontjainak szama n(n+1)+1 =
n? +n+ 1. Az allitast dualizalva kapjuk, hogy a sik egyeneseinek szdma is ugyanigy n? +n + 1.
Ezzel a tételt belattuk.

Ezen tétel miatt értelmes a kovetkezd definicid:



Definicié 0.4 Legyen 11 véges projektiv sik, melynek minden egyenesére n + 1 pont illeszkedik.
Ekkor az n szdmot a sik rendjének nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a 3. és 4. axiémak értelmében n+1 > 3, azaz n > 2. Ezt visszahelyettesitve
a fenti formuldba, kapjuk, hogy egy véges projektiv siknak legaldbb 22 4+ 2 4+ 1 = 7 pontja és
egyenese van, ezzel a minimalis tulajdonsidggal rendelkezik a fent latott Fano-féle konfiguracio.

Erdekességképp megemlitjiik, hogy a mai napig nyitott kérdés, hogy milyen szdm lehet pro-
jektiv sik rendje. Az eddig ismert Osszes véges projektiv sik rendje primhatvany, és a sejtés is
az, hogy csak primhatvany rendi sikok léteznek, viszont ezt nem sikeriilt bizonyitani, csupan
részleges eredmények vannak, amik bizonyos rendek létezését kizarjak.

Koordinatageometriai megkozelités

A Kklasszikus projektiv sikon megismert, O-pont modellen alapulé homogén koordinatizas véges
sikok esetében is miikodik, nagyon hasonléan. Szerencsés esetben (ha a sikon igaz a klasszikus ge-
ometridbdl is ismert Desargues-tétel), a sik koordinatdzhaté véges test felett. Itt is hdromkomponensii
koordinatakat hasznalunk, melyek analég moédon invaridnsak a nemnulla testelemmel valé ko-
ordinatankénti szorzasra. Ezt a felépitést most bemutatjuk a Fano-sikon, Fy felett.

Az (a:b: c) harmas legyen ekvivalens a (Aa : Ab : Ac) hdrmassal, ahol a, b, ¢, \ € Fy, és X\ # 0.
Sziikségképpen, mivel Fo felett vagyunk, A = 1, igy a koordindtdk automatikusan norméltak.

a, b és c egymastol fiiggetleniil 0 vagy 1 lehet, ez Osszesen 8 lehetOség, de ezek koziil ki kell
zarni a (0 : 0 : 0) koordindtat, ahogy azt a klasszikus projektiv sikon is megtettiik, mivel a csupa
0 koordinataju vektor nem mutatott ra a koordinatdzandé sik egy pontjara sem. fgy 7 pontot
tudunk koordindtéazni, éppen ennyi van a Fano-siknak. A konfigurdcié koordindtazasat az alabbi
abra szemlélteti:

FE(0:0:1)

A'(1:O:0) a B1:1:0) (0:1:0)D

Figure 2: Fano-sik 2

A klasszikus projektiv sikndl megszokhattuk, 3 kiilonb6z6 pont pontosan akkor kollinedris,
ha koordinatdik linedrisan Osszefliggok, ez itt is igaz. Masképpen megfogalmazva, ha két pont
rajta van egy egyenesen, akkor a nemtrividlis linedris kombinacidjuk is. Azonban Fy felett
az egyluitthaték csak 1-esek lehetnek, ennek megfeleléen itt a linedris kombindcié Osszeggé re-
dukalédik. fgy, ha o6nkényesen valasztunk két kiilonbozé pontot reprezentdld 0 - 1 -ekbdl &lld



harmast, az altaluk kijelolt egyenesre automatikusan illeszkedik az Gsszegiik is, viszont semelyik
masik pont nem. (A 3. axiémébdl kovetkezik, hogy ilyen pont van, a koordinatdkra kikotott
kombinatorikus megszoritasbdl pedig hogy csak egy ilyen van). Ily mddon elééllithaté a fenti
abra, természetesen ”forgatas” erejéig.

A Kklasszikus projektiv sikkal analég médon a 0 els6 koordindtaji pontok kijeldlik a sik ideélis
egyenesét (az abran E, G, D, pirossal jelolve). Lathatd, hogy specidlisan az idedlis egyenes
pontjainak koordinatdira is igaz, hogy barmely ketto Osszege a harmadikat adja, tovabba, az els6
0 koordindta az Osszeaddsra nézve invarians.

Véges projektiv sikok alkalmazasa titokmegosztasi protokollokhoz

Az informatikdaban felmeriild probléma, hogy adott egy virtualis szoba, adatb&dzis, megosztott
hozzaférésii dokumentum, széf stb, melyet tobb ember haszndl, és el szeretnénk érni, hogy egyediil
senki se legyen jogosult olvasasra/mdédositasra/tranzakcidk végrehajtasara, azonban tébben egysz-
erre (legaldbb ketten) ezt megtehessék, egymaést feliigyelve. Ez elérhet6 véges projektiv sikokkal,
alabb ebbe tekintiink bele.

Két potenciélis hozzaférd esetén legyen a megosztani kivant titok egy véges projektiv siknak
egy idealis pontja, a hozzaférni kivandknak kiosztott kulcsok pedig kozonséges pontok ezen a
stkon, amelyeken atfektetett egyenes a sik idedlis egyenesét éppen a titkos pontban metszi, ahogy
az alabbi dbra mutatja, ahol a piros egyenes az idedlis egyenes, a rajta fekvé S pont a titkos pont,
P; és P, pedig a hozzaférni kivanok.

Figure 3: Titokmegosztas

Harom potencidlis hozzaférd esetén is hasonldéan jarhatunk el. Vegytlink egy 3 dimenziés pro-
jektiv teret, annak egy idedlis egyenesén egy pontot, legyen ez a titok. Osszuk ki a hozzaféréknek
egy kupszelet harom pontjat. Ezekrél automatikusan tudjuk, hogy nem kollinedrisak, igy meghataroznak
egy sikot. Ebbdl a sikbdl az elore kijelolt egyenes kimetszi a titkos pontot, viszont a harom koziil
barmely kett6 még nem elég a titok meghatarozasahoz.

Az itt vazolt médszer elénye, hogy un. tokéletes titokmegosztasi séma, a kiosztott pon-
tok egyiitt egyértelmiien meghatarozzak a titkot, azonban kozilik elvéve egyet is, ugyanakkora
statisztikai esélye van a titok kitaldldsdnak, mintha vakon prébalkoznank. (Az idedlis egyenesen
q+1 pont van ((14%1 valészintiséggel taldljuk el a titkot), és ugyanennyi egyenes megy at egy darab
elére kiosztott ponton is.)



Véges affin sikok

A g-adrendt, F, felett koordinatazott véges projektiv sikrdl levélasztva az idealis egyenest (a
0-val kezdédé koordindtahdrmassal rendelkezd pontokat), kapunk egy ¢> + ¢ + 1 — (¢ + 1) =
¢®> darab ponttal rendelkezé affin sikot, melynek minden koordinitdja 1-essel kezdddik, ezért
az els6 komponenst levélaszthatjuk, igy (a,b) alaki pontokat kapunk, ahol a, b € F,, g pedig
primhatvany.

Ezen az affin sikon az egyenesek, a pontok és illeszkedésiik a kovetkezéképpen alakul:

Pontok: (a,b) a,b e F,
Egyenesek: [c], [m, k], ¢, m, k € F,

Hleszkedés: (a,b) I [c] <= a=c
(a,b) I [m,k] <= b=ma+k

Az affin sik egyenesei parhuzamosségi osztalyokba oszthatok: szétvalnak konstans dltal kifeszitett,
[c] alaki, és az m meredekség szerint kiillonb6z6, [m, k| alaki egyenesekre, ahol az osztdlyok dis-
zjunktak egymastél. Ebbol adddik, hogy az affin sik egy adott pontjan egy rogzitett parhuzamossagi
osztalybol pontosan egy darab egyenes halad at.

Mivel a projektiv sik minden egyenesére illeszked6 idedlis pont eltavolitasaval kaptuk az affin
stkot, annak minden egyenese g darab pontot tartalmaz. Intuitiv mdédon arra gondolnank, és
viszonylag konnyen bizonyithaté is, hogy az affin sik minden pontjan ¢ 4+ 1 egyenes halad at.

Ezen a sikon is - a klasszikus euklideszi/projektiv sikhoz hasonléan - a kupszeleteket definidlhatjuk
analitikusan, masodrendi goérbékként, ezt most megmutatjuk a parabolan. Legyen ¢ paratlan
primhatvany, és tekintsiik a g-adrendd, F, felett koordinatdzott affin sikot. Ezen a sikon a
kovetkezd objektumot g-adrendli paraboldanak nevezziik:

{ (t.°) [t €Fy}

Konnyen latszik, hogy egy g-adrendli paraboldnak ¢ pontja van, hiszen az els6 koordinata
g-féle lehet, a masodik pedig meghatarozza az elsot.

Azt mondjuk, hogy egy egyenes érint egy parabolat az affin sikon, pontosan egy kozos pontjuk
van.

Igazolhat6 az euklideszi sikon megszokott allitds, miszerint a sikon egy parabolanak és egy
egyenesnek legfeljebb két kozos pontja lehet, valamint hogy a [¢] konstans tipust egyeneseknek a
parabolaval mindig egy k6z0s pontja van, a tobbi parhuzamosséagi osztalyban pedig mindegyikben
pontosan egy egyenes van, ami a parabolat érinti.

A fentieket felhasznalhatjuk a kovetkezd alkalmazasban:

Kormérkozés-szervezés focibajnoksagban

Egy kormérkozéses focibajnoksdg megszervezésénél a feladat az, hogy minden indulé csapat min-
den masikkal pontosan egy meccset jatsszon, és a fordulok mérkozései kozos idépontban legyenek.
Ehhez segitségiil hivhatjuk a fenti parabolat, ami majd szolgaltatja a lebonyolitast.

A bajnoksdgunk tartalmazzon g+ 1 csapatot, ahol legyen ¢ paratlan primhatvény. Tekintsiik
az IF, felett koordinatazott affin sikot, rajta pedig a g-adrendd paraboldt. Ennek ¢ darab pontja
van, feleltessiink meg minden pontnak egy csapatot, és a kimaradd g + 1-ediket lassuk el egy
cimkével. A konstans tipusu egyeneseket zarjuk ki, a tobbi parhuzamossagi osztalybdl pedig
minden [c¢] meredekségnek feleltessiink meg egy fordulét (a parhuzamossidg miatt nyilvdn nem
fordulhat el6, hogy két kiilonb6z6 meredekségii egyenes Osszemetsszen, igy semelyik csapaton
sem halad &t két egyenes egy fordulén beliil). A konstans meredekségii, a paraboldt egy pontban
érinté parhuzamossagi osztaly altal kijelolt érintési pontnak megfeleld csapatot pedig parositsuk



Ossze a felcimkézett csapattal. Az igy kapott kimetszett pontparok megadjik a fordulok egy
lehetséges lebonyolitasat, amely eleget tesz annak, hogy mindenki mindenkivel jatsszon, és a
meccsek egy idében legyenek.

Megjegyezziik, hogy a fenti konstrukciéhoz azért sziikséges, hogy ¢ péaratlan primhatvany
legyen, mert ellenkezd esetben, ha ¢ = 2, akkor a parabola érintéi - els6re meglepé médon -
konkurrensek, és a fenti okoskodas értelmét veszti.

A fenti mdédszert valéban hasznéljak is olyan bajnoksdgokban, ahol primhatvény plusz egy
csapat indul, tébbek ko6zott ilyen a mostani magyar NB 1. is 12 csapattal (¢ = 11).
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