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Bevezetés

Ebben a félévben a kipszeleteket véges geometriai iranybdl
kozelitettik meg. Ehhez megtettiik a sziikséges el6késziileteket,
attekintettiik az absztrakt projektiv sik fogalmat, és megnéztiik,
hogy a véges projektiv sikok hogyan koordindtdzhaték véges
testek felett, ezutan megvizsgaltuk, hogyan éllithatunk el6 véges
projektiv sikbdl véges affin sikot, majd lattuk, hogy a véges sikok
kipszeletei hogyan alkalmazhatdk kiilonféle problémak
megoldasara.



Projektiv sikok felépitése

Definicié

Tekintsiik a M = (P, £, 1) harmast, ahol P és L diszjunkt

halmazok, | pedig egy P x L-en értelmezett relicid, melyet

incidenciareldciénak vagy illeszkedésnek neveziink, P lesz a

pontok halmaza, £ pedig az egyeneseké. [1 absztrakt projektiv

sik, ha teljesiti a kovetkez6 axiémakat:

Q VP, Py (P1 # P2) € P-re 3l € L, hogy (P1,1),(P2,1) €1,

azaz barmely két kiilonbozé pontra pontosan egy egyenes
illeszkedik.

Q@ Vh,h (h #h)e LrePeP, hogy (P,h),(P,k) €,
azaz barmely két kiilonbozé egyenesnek pontosan egy
metszéspontja van.

@ VieLlre|{PeP|(P,]) € I} >3, azaz minden egyenes
tartalmaz legaldbb hdrom pontot.

Q@ VvPeP-rel|{lcL|(P,I) € l}| >3, azaz minden ponton
athalad legaldbb harom egyenes.

A projektiv sikot végesnek nevezzuk, ha P és L véges halmazok.



Projektiv sikok felépitése

A fenti felépités magasabb dimenzidkban is miikodik, igy
kaphatunk projektiv tereket (melyek projektiv sikokat
tartalmaznak).

Ezek a terek a késobb latott médon a sikokhoz nagyon hasonléan
koordinatazhatdk is.



Példa véges projektiv sikra: az dn




Sik pontjainak és egyeneseinek szdma

Legyen I véges projektiv sik. Ha -nek van olyan egyenese,
amelyre n + 1 pont illeszkedik, akkor a kovetkezbk teljesiilnek:

© T1 minden egyenesére n + 1 pont illeszkedik
@ [1 minden pontjdra n+ 1 egyenes illeszkedik
© M n? + n+ 1 pontot tartalmaz

Q@ M n? 4+ n+ 1 egyenest tartalmaz



Sik rendje

Definicio
Legyen [1 véges projektiv sik, melynek minden egyenesére n + 1
pont illeszkedik. Ekkor az n szamot a sik rendjének nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a 3. és 4. axidémak értelmében n+ 1 > 3,
azaz n > 2. Ezt visszahelyettesitve a fenti formuldba, kapjuk,
hogy egy véges projektiv siknak legaldbb 22 + 2 4+ 1 = 7 pontja
és egyenese van, ezzel a minimalis tulajdonsdggal rendelkezik a
fent ldtott Fano-féle konfiguracid.

A mai napig nyitott, hogy milyen szam lehet projektiv sik rendje.
Ha g primhatvény, akkor lehet konstrudlni g-adrendii projektiv
sikot, és az eddig ismert Osszes projektiv sik rendje primhatvany, a
sejtés pedig az, hogy nem is lehet mas, de ezt eddig nem sikeriilt
igazolni, csak bizonyos nem primhatvany rendek létezését kizarni.



Koordinatazas

A véges projektiv sik, ha igaz rajta a Desargues-tétel, a klasszikus
projektiv sikhoz hasonléan koordinatazhaté haromkomponensi
homogén koordinatakkal, véges test felett. Ezt most bemutatjuk
a Fano-sikon, 5 felett.

A koordinatahdrmasok itt is invariansak egy A # 0 testelemmel
valé szorzasra, (a: b:c)~ (Xa: Ab: o).

Viszont F>-ben ilyenkor automatikusan A =1, igy a koordinatdk
normaltak, és a nemnulla linedris kombinacié osszeggé
redukalédik.

Itt is igaz, hogy egy két pont altal kijelolt egyenesen akkor van
rajta egy harmadik pont, ha az a masik ketté nemnulla linearis
kombindcidja, azaz Osszege.



Koordinatazas

E(0:0:1)

A'(110:0) a B (@1:1:0) (0:1:0)D



Koordinatazas

A (0:0:0) pont a klasszikus projektiv sikkal dsszhangban itt
sincs értelmezve. 5 felett minden koordinata 0 vagy 1 lehet, ez
8 lehetdség, ebbdl elvéve a (0: 0 : 0)-t, 7 pontot tudunk
koordinatdzni, éppen ennyi pontja van a konfigurdciénak.

Ezeket figyelembe véve szimmetria erejéig a fent abrazolt
koordinatazast kapjuk.

A pirossal jelolt pontok, amelyeknek els6é koordinataja 0, alkotjik
az idedlis egyenest. Jél lathatd ebbdl is, hogy idedlis pontok
koordinatadsszege idedlis pontot ad.



Alkalmazas titokmegosztasra

Adott egy informatikai probléma: egy adatbézisnal/mds tobbek
altal hasznalt objektumnal szeretnénk megoldani, hogy egy
felhasznal6 egyediil ne férhessen hozza, ne hajthasson végre
médositdsokat rajta, viszont tobben egyszerre, egymast
felligyelve ezt megtehessék.

Két potencidlis hozzaférd esetén legyen a megosztani kivant titok
egy véges projektiv siknak egy idedlis pontja, a hozzaférni
kivandknak kiosztott kulcsok pedig kozonséges pontok ezen a
sikon, amelyeken atfektetett egyenes a sik idedlis egyenesét
éppen a titkos pontban metszi, ahogy az dbra mutatja, ahol a
piros egyenes az idedlis egyenes, a rajta fekvd S pont a titkos
pont, P; és P, pedig a hozzaférni kivandk.



Alkalmazas titokmegosztasra

P




Alkalmazas titokmegosztasra

Harom potencidlis hozzaférd esetén is hasonléan jarhatunk el.
Vegyiink egy 3 dimenzids, g rend(i projektiv teret, annak egy
idedlis egyenesén egy pontot, legyen ez a titok. Osszuk ki a
hozzaféroknek a projektiv tér egy projektiv sikjaban fekvd
kipszeletének harom pontjat. Mivel a pontok egy kipszeleten
fekszenek, automatikusan tudjuk réluk, hogy nem kollinedrisak,
igy meghataroznak egy sikot. Ebbdl a sikbdl az elére kijelolt
egyenes kimetszi a titkos pontot, viszont a hdrom koziil barmely
kettd még nem elég a titok meghatdrozasihoz.



Megjegyezziik, hogy ez a mddszer lin. tokéletes titokmegosztasi
sémat ad, a kiosztott pontok egyiitt egyértelmiien
meghatdrozzak a titkot, azonban koziiluk elvéve egyet is,
ugyanakkora statisztikai esélye van a titok kitaldldasdnak, mintha
vakon prébélkoznank. (Az idedlis egyenesen g + 1 pont van (ﬁ
valészintiséggel taldljuk el a titkot), és ugyanennyi egyenes megy

at egy darab elére kiosztott ponton is.)



Véges affin sikok

Egy [F, felett koordindtazott g-adrendii projektiv sikrdl (g
primhatvény) levélasztva az idedlis egyenest, kapunk egy affin
sikot g? ponttal, ahol a koordinitdk (a, b) alaktak (a, b € Fy).
Ezen affin sikon az egyenesek, a pontok és illeszkedésiik
analitikus viszonya igy alakul:

@ Pontok: (a,b) a,b e Fy
@ Egyenesek: [c], [m, k], ¢, m, k € Fq

© llleszkedés:
(a,b) | [c] = a=¢c
(a,b) | [m k] <= b= ma+k



Parabola a véges affin sikon

Definicié

A g-adrendii, IF; felett koordinatazott affin sikon a kovetkezd
objektumot g-adrendii paraboldnak nevezziik:

{ (t,1%) | t € Fq}

Definicié

Azt mondjuk, hogy az affin sikon egy egyenes érint egy
parabolat, ha pontosan egy kozos pontja van vele.

Konnyen latszik, hogy a g-adrend(i paraboldnak g pontja van.
Igaz az euklideszi sikon is érvényes allitds, hogy egy egyenesnek
és egy parabolanak legfeljebb 2 koz6s pontja van, valamint hogy
a [c] konstans tipust egyeneseknek a parabolaval mindig egy
kozos pontja van, a tobbi parhuzamossagi osztalyban pedig az
azonos meredekségiiek kozott pontosan egy egyenes van, ami a
parabolat érinti.



Alkalmazas kormérkozés-szervezésre

Feladat: megszervezni, hogy minden indulé csapat minden
masikkal pontosan egyszer jatsszon, és a forduldk mérkozései
legyenek egy idopontban. Ez g 4+ 1 csapatra, ahol g paratlan
primhatvany, kivitelezheté g-adrendii parabolaval.
Tekintsiink a g-adrend(i affin sikon egy g-adrendii parabolat,
pontjainak feleltessiink meg g csapatot, a g + l-ediket pedig
ldssuk el egy cimkével.



Alkalmazas kormérkozés-szervezésre

Zarjuk ki a konstans tipust egyeneseket, a tobbi parhuzamossagi
osztalybdl pedig minden meredekségnek feleltessiink meg egy
fordulét. Mivel az egyenesek parhuzamosak, egy fordulén beliil
nem haladhatnak at kétszer ugyanazon a csapaton, viszont az
athaladé egyenesek igy diszjunkt csapatparokat metszenek ki a
parabolabdl, jatsszanak ezek egymdssal a forduldn beliil. A 0
meredekségli egyenesosztdly egyik egyenese a parabolat egy
pontban érinti, az ennek a pontnak megfelel6 csapatot parositsuk
Ossze a felcimkézett csapattal.

Megjegyezziik, hogy az emlitett médszer paros primhatvany g-ra
azért nem alkalmazhatd, mert ilyenkor a parabola érintéi egy
ponton haladnak &t, igy a fenti gondolatmenet értelmét veszti.



