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1. Bevezetés

Az Onill6 projekt targy keretei kozott a félévben folytattam a megszoritott parositas fel-
adatokkal kapcsolatos kérdések vizsgélatat. Mar a BSc szakdolgozatom kdzéppontjaban
is ez a témakor allt, ennek koszonhetSen pedig az el6zd félévben egy TDK dolgozat is
sziiletett az eddigi eredményekbdl. Ebben a beszdmoldban a vizsgélt feladatok bemutatdsa
utdn el8szor a kordbbi félévek eredményeit vdzolom, majd bemutatom az idén vizsgélt 4j
irdnyokat, az ezekkel kapcsolatos észrevételeinket, valamint a tovibbi terveket.

2. A vizsgalt feladatok

Feleltessiik megegy G = (S, T; E) paros grafban az S cstcsait egymast kovetd egész napos
eseményeknek, T csucsait biztonsagi 6roknek. Egy s nap €s egy ¢ &r kozott €l megy, ha
t beoszthat6 az s napra. A feladat minél tobb naphoz hozzarendelni egy-egy ort, ligyelve
arra, hogy valamennyi 6r minden egymast kovet$ d napon legfeljebb egyszer dolgozhat.
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Ekkor egy megengedett beosztés a kdvetkezd élhalmaznak felel meg [1]:

2.1. Definicié (d-tavolsagu parositas). Adott egy G = (S, T; E) paros grdf, melyre S =
{s1,52,...,8,}, és egy d € Z, szam. Egy M C E élhalmazt d-tavolsagii parositasnak
(d-distance matching) neveziink, ha az S-beli csiicsok foka M-ben legfeljebb 1, és minden
t € T-re, ha sit,sjt € M, akkor |i — j| > d teljesiil.

A maximalis sulyu d-tavolsagu parositas feladatban adottegy w : E — R, sulyfiiggvény,
€s olyan M d-tavolsagu parositast keresiink, amelynek az 0sszstlya, azazw(M) = Y ,cp We
maximadlis. A probléma a [2]-ben targyalt szimultdn hozzarendelési feladat (simultaneous
assignment problem) egy speciélis esete, de megfogalmazhat6 frekvencia kiosztési feladat-
ként (frequency assignment problem) is, amely egy széles korben kutatott problémakor [3].

A feladat egy mdsik véltozata a ciklikus d-tavolsdagu parositas probléma, amely annyiban
kiilonbozik a fent definidlt véltozattdl, hogy az S csucsait ciklikus sorrendben vessziik,
tehat ekkor a fentiek mellett még az |i — j| < |S| — d feltételnek is teljesiilnie kell minden
sit,sjt € M-re.

Mindkét problémaét dltaldnosithatjuk ugy, hogy az inputban adott még a by : S — Z.
fokszamkorlét fliggvény is, és olyan élhalmazt keresiink, amelyben minden s € § csics
foka legfeljebb bg(s) lehet, valamint teljesiti a fenti tavolsagfeltételeket is. Ez a (ciklikus)
d-tavolsagu bg-parositas feladat.



3. Eredmények

3.1. Kozelithetetlenség

A BSc szakdolgozatom kozéppontjdban a d-tavolsagu parositds feladat egy éltaldnositasa,
az ugynevezett k-szoros pdrositds feladat allt. A dolgozat f6 eredményeként bebizonyi-
tottuk, hogy a 2-szeres pdrositds feladatot NP-nehéz a-kozeliteni, ha a < %. A 2-szeres
parositas feladat visszavezethetd a d-tdvolsagu parositds feladatra, igy ennek a kozelithe-
tetlensége is belathato.

3.1. Tétel. A maximalis d-tavolsdagui parositas feladatot NP-nehéz a-kozeliteni, ha a < %.

A tétel kovetkezményeként kapjuk a ciklikus véltozat kozelithetetlenségét is.

3.2. Tétel. A maximadlis ciklikus d-tavolsdgi parositas feladatot NP-nehéz a-kozeliteni, ha
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3.2. Egészértékiiségi hézag

Az 0nall6 projekt keretei kozott elsG félévben f6ként a d-tdvolsagu parositas feladattal
foglalkoztunk. Az egyik fontos kutatdsi irdny az egészértékliségi hézaggal kapcsolatos
kérdések voltak.

Bebizonyitottuk az aldbbi felsG becslést a d-tdvolsdgi pérositds feladatra vonatkozé
egészértékliségi hézagra:

3.3. Tétel. Ha d > 2, akkor a maximalis silyi d-tavolsagii pdrositas probléma bdarmely
példanyara felirt természetes IP feladatra és annak LP relaxaltjara

OPTp <9 2

OPTip d

Ebbdl az is kovetkezik, hogy d = 2 esetben a természetes IP modell relaxdltjahoz tartozo
poliéder egész, igy polinomidlis id6ben megoldhat6 a feladat. A tétel bizonyitdsdbol egy

(2 - %)—kézelit(’i algoritmus is adddik.
A ciklikus véltozatra vonatkoz6 egészértékliségi hézagra egy oszthatdsagi feltétel mellett
adtunk felsg becslést, amelyrdl az is beldthatd, hogy éles.

3.4. Tétel. A maximalis sulyii ciklikus d-tavolsagii parositds problémdra, ha (2d—1) osztoja
az S elemszamanak, akkor a feladat természetes IP modelljére és annak LP relaxaltjara

OPTwp _, 1

OPT)p — = d’

és ez a becslés éles.



A bizonyitds ebben az esetben is szolgdltat egy (2 - %)—kﬁzelitc’i algoritmust a megfeleld
példanyokon.

3.3. Optimalis permutaciok

A d-tavolsagu (bg-)parositas feladatok kapcsan természetesen ad6do kérdés — akar a cikli-
kus, akdr a nem ciklikus esetben —, hogy ha csak az adott, hogy melyik 6r melyik eseményre
oszthatd be (tehdt egy péros graf), akkor milyen sorrendben tartsuk meg az eseményeket
ahhoz, hogy a lehet§ legtobbre koziiliik taldljunk &rt a fenti feltételeknek megfelelGen.
Ekkor tehdt az S csiicshalmaz csuicsainak egy olyan permutdcidjat keressiik, amelyre a
maximalis (ciklikus) d-tdvolsidgu (bgs-)pdrositas a lehetd legnagyobb. A kérdés persze a su-
lyozott esetben is értelmes, ekkor olyan permutdciot keresiink, amelyre a maximélis sulyu
(ciklikus) d-tavolsagu (bs-)parositds a legnagyobb.

Ezzel a kérdéskorrel f6ként az el6z$ félévben foglalkoztunk. Beldttuk, hogy a by = 1
esetben a feladatot polinom id6ben meg tudjuk oldani a ciklikus és a nem ciklikus esetben
is, ami az alapfeladat nehézségének ismeretében meglepd eredmény.

3.5. Tétel. Egy G = (S,T;E) paros grdifra, w : E — R koltségfiiggvényre és adott d
szamra polinom idében megtalalhaté az S csiucshalmaz csiicsainak egy olyan permutdcioja,
amelyre a maximalis sulyu (ciklikus) d-tavolsagu parositas a legnagyobb.

Azt is bebizonyitottuk, hogy bg > 2-re mindkét feladat nehézzé vilik. Pontosabban:

3.6. Tétel. Ha minden s € S-re bg(s) > 2, akkor NP-nehéz annak eldontése, hogy egy
G = (S,T; E) paros grafban van-e az S halmaz csiicsainak olyan permutdcioja, amelyhez
van teljes (ciklikus) d-tavolsagii bgs-parositas. Teljesség alatt most az S-ben pontosan
bs-foku élhalmazt értjiik.

3.4. Kicsit sérté megoldasok

Egy 14j megkozelités a d-tdvolsagu pérositds feladattal kapcsolatban, hogy — az approxima-
cids algoritmusokkal ellentétben — nem olyan élhalmazt keresiink, amely az optimalisndl
nem sokkal kisebb sulyu, de megengedett, hanem olyat, amely legaldbb olyan stilyos mint
az optimum, de egy Kkicsit sértheti a feltételeket. A méasodik félévben f6ként ezzel a kér-
déskorrel foglalkoztunk.

Az intervallumfeltételek megsértésére tobb kiilonb6z6 mdd is felmeriil. Egyrészt probal-
kozhatunk olyan élhalmaz keresésével, amely valamely d-nél kisebb d’-re egy megengedett
d’-tavolsagu parositas, a silya pedig legalabb akkora, mint az optimalis d-tavolsagu parosi-
tas silya. Eszrevettiik, hogy ha kicsit médositjuk a d-tdvolsgi parositds feladat nehézségé-
nek bizonyitdsdhoz haszndlt visszavezetést, akkor beldthatd, hogy a feladat az olyan péaros
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grafokra megszoritva is nehéz marad, amelyekben nincsen pontosan d-széles cseresznye
(tehét olyan 2-hosszu tt, amely valamely i-re s; €s s;44 kozott megy). Egy ilyen grafban
pedig vildgos, hogy a megengedett (d — 1)-tdvolsagu pdrositasok, valamint a megenge-
dett d-tavolsagu parositdsok pontosan ugyanazok az élhalmazok. Tehdt ha tudnénk olyan
(d — 1)-tavolsagu parositast taldlni, amelynek a silya legalabb akkora, mint az optimalis
d-tdvolsagu parositas sulya, akkor igy megkapnank az optimélis d-tdvolsagu parositast,
ami nem lehetséges, hiszen ez egy NP-nehéz feladat. Ezt a gondolatmenetet dltaldnositva
bebizonyithatjuk a kdvetkezdt:

3.7. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grdfra, melyre S = {s1,...,s,}, w : E — R koltség-
fiiggvényre és adott d szamra, ha 1 < ¢ < 2, akkor NP-nehéz olyan g-tcivolscigbi parositast
taldlni, amely legaldbb olyan sulyos, mint a maximalis sulyu d-tavolsdagi parositas.

Ennél a megkozelitésnél tehat csak olyan sért§ megoldds polinom idében valé megtalélé-
sdban reménykedhetiink, amely valamely d’ < %-re d’-tavolsagu, és legaldbb olyan silyos,
mint az optimadlis d-tdvolsagu pdrositds. Tovabbra is nyitott kérdés, hogy tudunk-e polinom

id6ben ilyen élhalmazt keresni. A d’ = ‘51 esetben (amely a legnehezebb a d’ < % esetek

koziil) olyan %-te’wolségﬁ megoldést tudunk taldlni — egy mér kordbban is hasznalt méd-
szereriink moédositdsaval —, amelynek sulya legaldbb a %—része az optimadlis d-tdvolsagu
parositds sulydnak.

Tovébbra is a kicsit sérté megoldasok keresésénél maradva kiindulhatunk a d-tavolsagi
parositas feladat azon megfogalmazdsabdl, miszerint olyan élhalmazt keresiink, amelyben
minden ¢ € T cstcsnak legfeljebb 1 szomszédja lehetaz S = {sy,. .., s,} minden d-hosszi
intervallumabdl. Egy kicsit sért§ megoldastél most azt koveteljiik meg, hogy minden d-
hosszu intervallumbdl legfeljebb 2 szomszédja lehessen minden 7-beli csticsnak, azonban
a stlya legyen legaldbb akkora, mint az optimélis megoldds stlya. Ezzel a megkozelitéssel
kapcsolatban pozitiv eredményrdl is beszdmolhatunk, ugyanis ilyen élhalmazt polinom
id6ben tudunk keresni, s6t, a kapott megoldasra az a kicsit erGsebb 4llitas is teljesiil, hogy
minden 7-beli csiicsnak minden (d + 1)-hosszud intervallumbdl legfeljebb 2 szomszédja
lehet.

3.8. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grdifra, melyre S = {s1,...,s,}, w : E — R kolt-
segfiiggvényre és adott d szamra polinom idében megtalalhato egy olyan M élhalmaz,
amelyben mindent € T-re, és mindeni = 1,2, ..., (n—d)-re t-nek legfeljebb 2 szomszédja
van az {s;, Si+1, - - - , Si+a} halmazbol, és M legalabb olyan siilyos, mint a maximdlis siilyu
d-tavolsagu parositas.

Tovabbi természetes oOtlet, hogy a tdvolsigfeltételeket nem szeretnénk sérteni, azonban
megengedjiik, hogy az S-beli csticsok foka 1-nél valamivel nagyobb legyen, €s igy keresiink

legalabb olyan stilyos megoldast, mint az azonosan 1 fokszdmkorldttal kapott optimum. Ez
a kérdés — sajnos — tovdbbra is a nyitott kérdések fejezetben kap helyet.
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3.5. Egy altalanositas

A d-tavolsdgu pdrositas feladat azon dltalanositaséaval is foglalkoztunk, amelyben adott egy
g : T x I — Z, fiiggvény, ahol 7 -vel az S-beli d-hosszu intervallumok halmazat jeloljik.
Ebben az éltaldnosabb feladatban olyan maximalis sulyu élhalmazt keresiink, amelyben
minden ¢ € T-nek az I € I intervallumbdl legfeljebb g(¢, 1) darab szomszédja lehet. Az
eredeti d-tdvolsagu pdrositds feladat tehat a g = 1 eset.

A feladatra adhatunk egy (2 — ﬁ)—kﬁzeh’tc’i algoritmust abban az esetben, ha g monoton,
ami alatt azt értjlik, hogy minden ¢ € T-re ha az I intervallum kezd&pontja az I’ intervallum
kezd&pontjatol balra van, akkor g(z, I) > g(¢,I’) (tehat az id§ elGrehaladtaval egyre jobban
korldtozzuk, hogy legfeljebb mennyit dolgozhat egy 6r).

4. Tovabbi tervek

A témakorben még szdmos érdekes nyitott kérdés van, amelyekkel tovabb szeretnénk
haladni a kovetkezd félévben.

A kicsit sértd megolddsokkal kapcsolatban mar emlitett kérdés, hogy tudunk-e valamely
¢ > 2-re olyan %-te’wolségﬁ parositast keresni, amelynek a silya legaldbb akkora, mint
a maximdlis silyd d-tdvolsdgi parositds silya. Erdekes lenne tovdbbd olyan kicsit sérté
megoldast taldlni, amely a tdvolsdgfeltételeknek eleget tesz, de S-ben 1-nél valamivel
nagyobb fokszdmokat is megengediink. Elképzelhets, hogy bizonyos fokszamkorldtokra
ez a probléma NP-nehéz, ekkor persze ezt lenne j6 bizonyitani. Felmeriil az is, hogy
kombindljuk az eddigi megkozelitéseket, és megprobaljunk olyan elég silyos megoldast
keresni, amely a fokszamkorldtokat és a tavolsigfeltételeket egyardnt sértheti egy kicsit
(tehat példdul %—tévolségli, és S-ben minden fokszam legfeljebb 2).

Vizsgalhatjuk tovabb az egészértékiségi hézag becslését a d-tdvolsagu pdrositds feladatok
kapcsdn. A ciklikus véltozatban érdemes lenne (lehetéleg éles) becsléseket bizonyitani a
(2d—1) 1 nesetekre is, a nem ciklikus véltozatra pedig javithatnank tovabb a fels§ korlatot.
Legjobban persze itt is egy €les becslést szeretnénk.

Egy lazabban kapcsol6dé ismert probléma az Ggynevezett nem-interferalé hilézati fo-
lyam feladat (non-interfering network flow problem) [4]. Itt olyan maximélis folyamot
keresiink egy hédlézatban, amelyben ahelyett, hogy azt korldtoznink, hogy egy adott élen
keresztiil mekkora folyamérték mehet, azt irjuk el§ minden élre, hogy mekkora lehet a
folyamérték az él "kozelében". A probléma dnmagéban is érdekes, valamint a tdvolsdgfel-
tételekbdl ad6do hasonldsag miatt érdemes lehet vizsgdlni a d-tdvolsdgu parositdssal vald
kapcsolatat is.

Ebben a félévben elkezdtiik az eddigi eredményeket angolra forditani, a cél, hogy egy
cikk sziilessen belSle. Ennek elkésziiléséhez még sok munkdra van sziikség.
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