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Folytattam az el6z6 félévben elkezdett témét. Olyan parhuzamositott numerikus mod-
szerekrdl tanultam, melyeket differencidlegyenletek megoldasara lehet hasznalni. Ebben a

félévben is 4j modszerek megértésével toltottem az id6m nagy részét.

Idéstiiggs differencidlegyenlet numerikus megoldasara alkalmazhatunk klasszikus egy-
lépéses modszereket. Ekkor a zart idGintervallimot felosztjuk to,tq,...,txy pontokra és a
t;—1 pontbeli kozelitésbdl kiszamoljuk a t; pontbeli kozelitést. Ebben a tipikus esetben
sok szekvencialis 1épést kell végrehajtanunk. A mai processzorok lassan elérik maximalis
teljesit6képességiik hatarat, igy a tobbmagos szamitoégépek megjelenése 6ta természetes

igény alakult ki a parhuzamosithaté idédiszkretizacios modszerek felé.

Ezeket a modszereket aszerint csoportosithatjuk, hogy milyen szamitasokat végeznek
parhuzamosan. Térbeli parhuzamositasrol akkor beszéliink, ha a tér irdnyaiban szamo-
lunk egyszerre tobb értéket. Ilyen jol ismert eljaras tobbek kozott a klasszikus tobbracsos
(multigrid, a tovabbiakban MG) modszer.

Az id6beli parhuzamosité modszerek soréan egy lépésben tobb idébeli réacspontban
végezziik parhuzamosan a szamitasokat. A valosagban az id6 egyiranyu, egy differencial-
egyenlet megoldasa egy adott idépontban befolyésolja, hogy a késébbiekben miként fog

viselkedni, igy ebben az esetben nem magétol értet6dé parhuzamositas megvalositésa.

A tovabbiakban az id&beli tobbracsos redukciés (Multigrid Reduction In Time, a to-
vabbiakban MGRIT) modszert fogom bemutatni, amely egy tobbracsos modszeren alapuld
idében parhuzamositott modszer. A modszer alapdtlete az, hogy egy egylépéses modszert
alakit at id6ben parhuzamossa, azaz ha valakinek van egy nagyon jol hasznalhato egy-
lépéses modszere, akkor csak implementalnia kell a megfelel§ kornyezetben és élvezheti
a MGRIT altal adott gyorsitast. Az XBraid szoftver a MGRIT modszert implementélja,
mely egy publikus GitHub repozitériumban elérhetd [4].



1. Az MGRIT modszer

1.1. Egylépéses moédszerek

Tekintsiik az

kezdetiérték-feladatot és osszuk fel a [0,T] idGintervallumot a tg,t1,- - ,ty pontokkal.

Ekkor minden egylépéses modszer ®,(-) fliggvényekkel és g; konstansokkal felirhato az
uz:®z(uz—1)+gz, Z:L,N
u(0) = uo
alakban, ahol w; az u(t;) kozelitése. Ha f linearis és a modszer idéfiiggetlen, azaz ha

D, (u;—1) = Puy, , (1 =1,...,N), akkor a modszer altal adott eredmény megegyezik az

Au = g linearis egyenletrendszer megoldéaséval, ahol

1.2. Tébbracsos (MG) modszerek

A klasszikus elliptikus differencialegyenletek (Laplace- vagy Poisson-feladatok) egyik leg-
jobban bevalt megoldéasi modszere az MG modszer, amely tobb racson végzett miiveletek
segitségevel hataroz meg egy kozelité megoldast. Azaz minden €, [ = 1,..., L racshoz
tartozik egy A;u = g; lineéris egyenletrendszer, ahol A; a differencidloperator diszkretizé-
lasabol szarmazo véges differencia egyiitthatéo matrixot, mig [ az aktualis szintek szamét
jeloli.

A kétracsos MG modszernél 2 racsunk (szintiink) van, egy finom és egy durva. Ter-
mészetesen a feladat kozelité megoldésat a finom racson szeretnénk meghatérozni. Az
optimalis mtiveletszam érdekében az elérheté megoldast eldsimitjuk és az ezzel nyert ma-
radékvektort (reziduélist) leszikitjiik (restriktaljuk) a durva racshéalora. A méar szigni-
fikinsabb kisebb méretd durva racshélon az egyenletrendszert direkt médon megoldjuk,
majd utosimitjuk és interpolaljuk (prolongaljuk) a finom racshélora. Az igy kapott klasszi-
kus eljaras az un. V-ciklus, melyet a gyakorlatban tobbszor is meghivunk. A sztikités és
az interpolélas az azonos dimezidszam elérése miatt fontos, és ezeket az operatorokat a

gyakorlatban adott matrixokkal reprezentaljuk. Az el6- és utésimitas szerepe pedig abban



all, hogy nemtrivialis magtér okozta problémat és az abbol adodo sajatfiiggvény oszcilla-
ciojat feloldja. Az el6- és utosimitést klasszikus iterativ eljarasokkal (csillapitott Jacobi-

vagy Gauss—Seidel-iteraciokkal) végezziik [2].

A tobbracsos eset hasonléan, rekurziv moédon kezelhets. Az MG eljarast nemcsak
klasszikus elliptikus, hanem id6fliggd parcidlis differencidlegyenletre is szoktak alkalmazni.
Ebben az esetben az idétengelyt nem kiilonboztetjiik meg a térbeli dimenziotol és ekkor

a modszert tér-idg (space-time) MG modszernek hivjuk.

1.3. Parareal algoritmus

A parareal kezdetiérték-feladatra alkalmazhato idé-parhuzamosithatéd eljarast 2001-ben

Lions, Maday és Turicini vezetette be [3]. Jelolje a [0,7] id6intervallum §t lépéskozi

felosztasat {t;}, és az mdt 1épéskozii felosztasat {T]};V:/Sn . Elgbbi a finom, utébbi pedig a
durva racs analogiaja. Alkalmazzuk az F' egylépéses modszert a finom, mig a G egylépéses
modszert a durva réacson. Ekkor F' tekinthet§ egy a durva racson értelmezett nagyobb

pontossigot ado egylépéses modszernek.

A Parareal algoritmus a durva racs Tp, 11, . .., T/m idSpontokban értelmezett kezdeti
U]Q, j = 0,...,N/m kozelitéssel indul, melyet tipikusan a G modszer szekvencidlisan

alkalmazaséaval kaphatunk meg. Amennyiben G(ts,t1,u;) jeloli a G egylépéses modszer

eredményét a to pontban az u(t;) = U; feltétel mellett, akkor a kezdeti kozelitést az

U(()) = Uy, U0+1 == G(Tn—l—laTn)Ur(L))

n

osszefiiggéssel nyerjiik. Ekkor a Parareal algoritmus az

UMt = Ftnia,tn, UD+G i1, tn, UST) =G(tngr, a0, UY), n=0,...,N—=1,k=0,1,...

n

korrekcios sémét jelenti. Itt az F' modszert tudjuk parhuzamosan futtatni a durva racs-

pontok kézétt, azaz az F(t,,1,t,, UF) értékeket egyszerre tudjuk kiszamitani.

Korabban feltettiik, hogy lineéris feladatunk és idéfiiggetlen modszeriink van. Legyen
Au = g a finom racsra alkalmazott F' egylépéses mddszer egyenletrendszere, Apua = ga
az F egylépéses modszer durva racshoz tartozo egyenletrendszere, mig Baua = gy a durva
racsra alkalmazott G egylépéses modszer egyenletrendszere. Ekkor a fenti korrekcids séma
az

up™ = up + By (ga — Aaup)

alakot Olti.

Alkalmazzuk a kezdetiérték-feladatra a kovetkezd kétracsos MG modszert.



1. Algoritmus Parareal kétracsos MG modszerként

Az Au = g rendszer relaxalasa F-relaxacioval
ra = Ri(g — Au®)
Oldjuk meg a Bav = ra rendszert

uk+1 — uk + Puv

Az F-relaxacié azt jeloli, hogy minden durva pontok éaltal meghatarozott intervallum-
ban szekvencidlisan 1épilink az F' modszerrel a finom pontokon. Ezt parhuzamosan tudjuk
végrehajtani és az elGsimités analogiaja. Az Ry lesziikits és P interpolacios métrixot al-

kalmas megvalasztasaval éppen a parareal algoritmussal megegyez§ eljarast kapunk [1].

1.4. MGRIT

Az el6z6 kétracsos eljaras tobbracsossa torténd természetes kiterjesztése nem vezet haté-
kony algoritmushoz, igy az F-relaxacié helyett tn. FC F-relaxaciot hajtunk végre, ahol
egy C-relaxacioban a durva pontokban felvett értéket frissitjiik az F-modszerrel az el6z6

finom pontbol.

Vegyiik az €, [ = 0,1,..., L felosztasokat a dt, mdt, stb lépéskozzel egy m durvito
tényezével és minden felosztéason hasznaljunk egy egylépéses modszert. Altalaban minden
szinten ugyanazt a modszert hasznaljuk. Jelolie Au® = ¢ az Q-hez tartozo linearis

egyenletrendszert, ahol A; méatrixot a ®; matrix hatarozza meg.

2. Algoritmus MGRIT(1)
if [ a legdurvabb szint then

Oldjuk meg az A u™ = ¢(*) rendszert
else
Az A = ¢ rendszer relaxalasa FCF-relaxacioval
Reziduélis szamitésa és sziikitése injekcioval: ¢+ = R(g® — Aju®)
Megoldas a kovetkezd szinten: MGRIT(I + 1)
u® = ¢ & P +D)
end if

Ez az algoritmus csak linearis feladatokra hasznalhato, viszont vizsonylag egyszertien ki-
terjeszthet nemlineéris feladatokra is a teljes approximécios séma (Full Approximation
Scheme, roviditve FAS) segitségével. Ekkor az egylépéses modszerekhez tartozo ®; egy
térbeli nemlinearis fiiggvény, igy az A; is egy racspontokon értelmezett nemlinearis fiigg-

vény.



3. Algoritmus MGRIT-FAS(1)
if [ a legdurvabb szint then
Oldjuk meg az Ap(u'®)) = Ap(Ry(uF=V)) + g rendszert

else

Az Aj(uV) = g rendszer relaxalasa FCF-relaxacioval
Rezidualis szamitésa és sztikitése injekcioval: g+ = R;(g® — A;(u®))
Megoldas a kovetkezs szinten: MGRIT(1 + 1).
o) — o, (1) _
u® = O 1 prelt+l)
Az Ay(u®) = g rendszer relaxalasa F-relaxacioval
end if

Az MGRIT modszernek sokféle varidnsa van, melyeknek az alapja az el6bb leirt algo-
ritmus. Megvalaszhatjuk pélaul a durvitas mértékét, eldonthetjiik, hogy milyen egylépéses
modszereket hasznalunk, meghatarozhatjuk a rekurziv hivasok sorrendjét, vagy alkalmaz-

hatunk konvergenciat gyorsito plusz eljarasokat.

2. Eredmények

Az irodalomban talalhato mérések azt mutatjak, hogy ha sok processzorral rendelkeziink,
akkor a MGRIT algoritmus hatékonyan hasznalhaté parabolikus parcialis differencial-
egyenletek megoldasdnak numerikus kozelitésére. Az [I] cikk szerzéi - akik az MGRIT
algoritmust bevezették - az eljarast a
ou(t,r) — kAu(t,z) = b(t,z), zeQ=1[0,7]% te(0,7], k>0

u(z,0) = up(z), =€

u(t,z) =0, ze€09Q, tel0,T]
homogén Dirichlet peremfeltételd hévezetési egyenleten tesztelték. A két- és hdromdimen-
zi6s feladatban a jobboldali és a kezdeti fliggvények egyszertd szinuszos fliggvények voltak,

a difftuzios egyiitthatot k = 1-nek valasztottak. Térben a klasszikus masodrendid 5-pontos

stencilt, mig id6ben az implicit Euler modszert alkalmazték.

A tér-ids tartomanyt egyenletesen osztottak fel a processzorok kozott, azaz mind-
egyikhez koriilbeliil ugyanannyi racspont tartozott a legfinomabb racshalon és a modszer

allithatd paramétereit optimélizaltdk a problémara.

A varakozasoknak megfelelGen kevés processzor esetén az egylépéses modszer gyorsabb.
Ahogy az a lenti dbran is lathato, ha legalabb 256 processzor &ll rendelkezésiinkre, akkor
elényos az MGRIT moédszert hasznalni. Tovabba 4096 processzor esetén mar jelentds,

20-szoros gyorsitast lehet elérni.
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FIG. 9. Time to solve Implicit2D(T = 72) on a 1292 x 16,385 space-time grid using sequential
time stepping and three MGRIT variants.

1. dbra. A futéasi id6 a processzorszam tekintetében az egyes eljarasokra nézve [I].

3. A kovetkezd félév terve

Szeretnénk kiprobélni sajat magunk is az algoritmust kiilonbo6z6 feladatokon. Sajnos a
nagy processzorszam igény miatt erre itthon eleve nem sok helyen van lehetdség, raada-
sul a szuperszamitogépes futtatas kiilon szakértelmet igényel. Fekete Imre témavezetém
szuperszamitogépes specialista kollégajaval, Sidafa Condeval (Sandia Nemezeti Laborato-

rium, Egyesiilt Allamok) felvette a kapcsolatot a futtatas iigyében.

A végss cél pedig annak a tanulmanyozasa, hogy az MGRIT eljaras milyen gyorsitéast
(szamitasmatematikai koltség megtakaritast) jelent a jelenleg hasznalt adaptiv idébeli el-
jarasokkal szemben neuralis differencidlegyenletek veszteségfiiggvényeinek optimalizalésa

soran.
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