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Az el6z6 félév soran a projekt keretein beliil kezdtem el foglalkozni ismét a C++
nyelvvel és a témakor kapesan a LEMON library-vel is sikeriilt némileg megismer-
kedni. A félévre kitiizott cél a Woodall-sejtés egy specialis esetének a szamitdgépes
ellendrzése volt kis grafokra. A sejtés azt mondja ki, hogy ha D = (V, A) iranyitott
graf, melyben a legkisebb irdnyitott vagas mérete k — azaz, ha a cstcsainak van olyan
X C V részhalmaza, melybdl nem vezet ki él, akkor az ilyen X részhalmazba belépd
élek szama legaldbb k, — akkor D-ben van k db diszjunkt dijoin. Egy dijoin alatt
az élek egy olyan részhalmazat értjiik, mely D minden iranyitott vagasat lefogja,
azaz minden irdnyitott vagasbol tartalmaz legalabb egy élt. Ennek a sejtésnek egy,
a sikgrafokra vonatkozo specialis esetével foglalkoztam, melyhez a sikgrafok dualisat
felhasznalva juthatunk el. Az alap sejtés azt allitja, hogy ha D egy sikbarajzolha-
to digraf, melynek az Osszes iranyitott kore legalabb k hosszi, akkor D tartalmaz
k db, paronként diszjunkt feedback arc set-et. Ennek a k = 3 esetét felhasznalva
mondhato ki az a sejtés, melynek kis grafokon valé szamitogépes ellendrzése az el6z6
félévem feladatat képezte, azaz, ha D iranyitott, erGsen Osszefiiggd graf, akkor tar-
talmaz harom, paronként diszjunkt feedback arc set-et. Egy feedback arc set alatt a
digraf éleinek egy olyan részhalmazat értjiik, ami minden iranyitott korbdl legaldbb
egy élt tartalmaz. Ebbdl kdvetkezGen, ha a grafbol elhagyom a feedback arc set-be
tartozo éleket, akkor a graf kormentes lesz, azaz DAG.

A probléma megoldésahoz elsd 1épésként egy feedback arc set megtalalasara volt
sziikség, melyhez egy frissen megjelent cikket|I] hasznaltunk fel. A cikkben tobb
megoldas is taldlhaté minimum feedback arc set keresésére, tébbnyire IP feladatra
épitve, igy ebbe az irdnyba indultunk el és egy haromszog-egyenlGtlenséget felhasz-
nalo IP feladat programozéasaba kezdtem bele. A programozasi feladat tekintetében
ez egyszeriibb megoldasnak szamit, de sziikség is volt erre a valasztasra, mert mind
a C++, mind a LEMON esetén talalkoztam tobb olyan probléméval is, amiken csak
hosszas bongészés és kodelemzés utjan tudtam tullendiilni. A Kkitiizott célt végil
sikeriilt elérni és a legkisebb elemszamu (minimélis Gsszsilyu is lehetett volna) feed-
back arc set megtalaldsara létrehozott IP feladatot kovetéen, a harom diszjunkt —
ekkor mar nem feltétleniil minimalis méretti — feedback arc set-et megtaléalé modell
is elkésziilt. A program tobb, mint 17 ezer grafot ellenérzott, feldolgozva ezzel az
Osszes, izomorfia erejéig kiilonbozd, legfeljebb 6 cstcsu iranyitott sikgrafot és ezeken
nem talalt ellenpéldat a sejtésre.

A feladat érdekes volt és sokat tanultam kozben, de amivel a tavalyi beszamol6m



is zartam, szerettem volna egy grafalgoritmust implementéalni C+-+-ban. Els6re tul
nagy feladat lett volna, most mar viszont elérheté célnak tiint, igy ebben a félév-
ben kicsit eltavolodtunk az eredeti . kombinatorikai sejtések ellenérzése szamitogépes
modszerekkel” témakortsl és az el6zé félévbsl mar ismert, minimum feedback arc
set-et megtalalo algoritmust tlztiink ki célul, immaron mar IP feladat hasznélata
nélkiil.

Forrasnak még mindig rendelkezéstinkre allt a korabbi Gurobi cikk[I], de ab-
ban, néhény heurisztikat leszamitva, IP feladatot tartalmazo6 algoritmusok vannak,
igy a félév egy kis kutatéomunkaval indult. A téméban viszonylag sok cikket lehet
talalni, de a legtobb specialis grafokra vagy esetekre vonatkozik. Tobb cikket is
talaltam, ami tournament-ekkel foglalkozik, illetve approximéacios algoritmusokkal
foglalkozo6 cikkeket lehet még talalni, ami nem is meglepd, hiszen a minimum feed-
back arc set megtalalasa NP-nehéz feladat. Végiil talaltam egy cikket[2], ami egy
Monte-Carlo algoritmust hasznélt a minimum feedback arc set megtaldlasara. Bar
a Monte-Carlo sem ad optimélis megoldast, de a cikkben szerepel egy Branch and
Bound algoritmus, ami felkeltette az érdeklédésem. A cikk egy ISSDO, Information
System Subsystems Development Order nevi problémaval foglalkozik, ami megér-
tésem szerint, egymassal kommunikalo és / vagy Osszefiiggésben 1évG rendszerek
fejlesztési sorrendjének optimalis meghatarozasa. Ilyenek lehetnek pl. microservice
strukturaban felépitett rendszerek adatbézis eléréssel. A cikk nem a legjobb, néhol
olyan, mintha egyértelmi allitasokat bizonyitana feleslegesen, méshol pedig kodos
és nem deriil ki pontosan, hogy mi tamasztja ala az adott allitast vagy adatot. To-
vabba a cikk egy jelentds részén azzal foglalkozik, hogy bizonyitja, hogy az altala
felvetett ISSDO probléma NP-nehéz, miutdn mér korabban parhuzamba allitotta
a minimum FAS probléméaval és bemutatta, hogy felfoghaté annak, egy specialis
esetének. A hasznélt matematikai jelolésrendszer nagyon nehezen értelmezhetd és
a cikk bar leifrja, hogy az algoritmusok Python-ban lettek implementélva és bemu-
tat futasidsket, de a forraskdd nem elérhets, ellenérzésre nem ad lehet&séget, nem
tgy, mint pl. a Gurobi cikk[I]. Ezek utan nem megleps, hogy Péterben kétségek
meriiltek fel a cikk hasznalhatosagat illetGen, de végiil megbeszéltiik, hogy adunk
neki egy esélyt, hatha sikeriil megfejteni a leirt algoritmust és esetleg alapot adhat
a tovabbfejlesztésre. Igy el is kezdtem vele foglalkozni. Az algoritmus nem bonyo-
lult, de a leirasa nem egyértelmii, egy jelentss lépése felett sikeriilt atsiklanom, egy
konzultéacio alkalmaval Péter figyelt fel ra.

Az algoritmus alapvetfen azt a szisztémat hasznalja, amit az el6zé félévben
élek silyait adja Ossze. Ezt tgy teszi meg, hogy egy fat kezd el épiteni, minden
cstcshoz az eredeti graf egy csiicsa fog tartozni és ezek mentén néveszti a fat. Ha nem
tudja tovabb noveszteni, az azt jelenti, hogy elfogytak a graf csticsai, azaz a felépitett
faban a gyokértdl indulva az utoljara beszurt levélig, az eredeti graf cstucsainak egy
permutéacioja fog szerepelni. Ekkor ezen az agon kiszamitva a visszafele mutaté élek
Osszsulyat, kapunk egy potencialis megoldast a minimum FAS problémara, mert a
visszafele mutato élek pont egy FAS elemei. Az algoritmus elején egy heurisztika
segitségével ad egy fels§ becslést a minimum FAS stlyéra, igy a kapott potencialis
megoldasokbol mindig a legjobbra cseréljiik az aktualis értéket. Itt észrevehetd,
hogy a lefras szerint a gyokér elem mindig azonos lesz minden ndvesztett ag esetén.



Ezt az algoritmus tgy oldja meg, hogy egy ciklusban az eredeti graf minden csticsat
felhasznalva elkezd egyszer fat épiteni, igy minden csics lesz gyokér elem.

Ezzel a fa épités folyamata meg is van, viszont igy a teljes fa, az Osszes agaval
egyiitt létrejonne, azaz az eredeti graf csicsainak Osszes permutaciojan kiszémol-
tuk a visszaélek Osszsulyat, amivel igy biztosan megkapjuk az optimélis megoldést,
ellenben lassi. Ahhoz, hogy ne kelljen a teljes fat feldolgozni, ,stop” vagy ,vagas”
feltételeket definialhatunk, melyek megéllitjak egy ag novesztését, ha arrol mar tud-
hato, hogy biztosan nem kapunk a végén jobb megoldast, mint a jelenlegi. Az
algoritmus ehhez a faban 1év6 minden csiicshoz hozzérendeli az dgon 1év6, az adott
csucsig szamitott visszaélek Osszsilyat és ezt orokolteti. Azaz a gyokér elem esetén
ez az érték 0. A kovetkezs csiuicsnak az értéke 0, plusz a beldle, a gyokérbe mend
visszaél sulya, ha létezik ilyen. Az o6roklést felhasznalva egy 1j csiics novesztése
esetén a fara, csak azoknak az éleknek a sulyait kell 6sszeadni, amik belGle az 6t
megeldz6 csticsokba mutatnak. Ez az érték valojaban az, hogy ez a csiics a permutéa-
Konnyen belathato, hogy ha egy 14j cstucs bevétele esetén atlépjiik a jelenleg téarolt
optimalis sulyt, akkor ehhez az aghoz tijabb csticsokat hozzévéve — mivel negativ
éleket nem engedélyeziink — csak rosszabb lesz, igy ekkor ez a részfa ,levaghatd”.

Egy tovabbi, személyes észrevétel, hogy ebben az esetben nem csak ez a gyerek
cstcs vaghato le, hanem a vele egy szinten, azonos sziil6hoz tartozé Osszes g, azaz
maga a sziil§ csics és az Osszes leszarmazottja torolhets. Vegyiik észre, hogy mivel
az 1j csucs esetén a kiszamitott suly, mely meghaladta a jelenleg téaroltat, az a
sziil6ig kiszamitott részpermutaciohoz tartozé FAS stlya, valamint az Gj gyerekbdl
az 6t megel6z6 csticsokba mutato élek Osszsilya. Azaz a sziilében tarolt sily értéket
minden gyereke meg fogja kapni és mivel ez alatt a sziil§ alatt a még fel nem dolgozott
graf csucsok minden permutacioja szerepelni fog egy agon, ezért az a gyerek, amely
bevételével az Osszsuly atlépte a jelenlegi értéket, minden &gon szerepelni fog és
minden ag legalabb ekkora sulyt fog elérni, igy azok is levaghatoak lesznek.

Az algoritmus utols6 eleme a kdvetkezs feldolgozandé cstuces kivalasztasa. Egy
csucs feldolgozasa abbol all, hogy létrehozzuk az Osszes gyerekét és mindnek kiszé-
mitjuk a sulyat, majd bekeriilnek a feldolgozando6 cstcsok kozé. A kovetkezd fel-
dolgozando cstcs a legkisebb sullyal rendelkezd cstcs lesz, mert potencialisan ezen
az agon haladva tudunk majd javitani a jelenlegi optimélis értéken. Ez azt jelenti,
hogy a fat nem aganként ndvesztjik, hanem ugralva az agak koézott, inkabb egy
szélességi bejarashoz hasonlo feldolgozas torténik. Van azonban még egy feltétel az
algoritmusban, hogy amennyiben tobb azonos legkisebb stllyal rendelkezé csiics is
van a feldolgozand¢ listan, akkor azt kell vilasztani, amelyik a faban a legmélyeb-
ben van, azaz a leghosszabb permutaciot novesztjiik tovabb. Ennek az az elénye
van, hogy lehetGséget adunk az optimum javitdsanak, ami korabban levagott agakat
eredményezhet, ami az algoritmus futasidején is javit.

Ez tehat a cikkben szerepls algoritmus, aminek az implementalasaba belekezd-
tem. A fejlesztés kozben az algoritmus is tobb plusz funkciot, modositast kapott.
A cikkben is emlitik, hogy lenne még lehet&ség optimalizalni rajta, de nekik csak
referencianak kell, a Monte-Carlo algoritmus mellé.

Csinaltam egy véletlen graf generatort, ezzel hoztam létre grafokat és azokon
probalgattam. Végiil hdrom graf maradt, amikkel dolgoztam. Egy 5 cstucst, mely a



Monte-Carlo cikkben|2] szerepel és még alkalmas arra, hogy logolas mellett futtas-
sam az algoritmust, egy 10 csticst, mely 65 iranyitott éllel rendelkezik, amik esetén
az oda-vissza ¢l lehetséges, de hurokél nem, és minden élstuly 1 v 2, valamint egy
11 csticsu 92 éllel és fix 1 élsilyokkal, szintén hurokélek nélkiil. A két utobbi graf
feldolgozési ideje kozott jelentds kiilonbség volt. A cikkben is emlitik és varhato
is volt, hogy a grafok tulajdonsagai jelentGsen kihatnak az algoritmus futésidejére.
Kezdetben a 10 cstcsi 19s alatt végzett, mig a 11 cstcstthoz 450s koriili idére volt
sziikség.

Az els6 nagyobb modositas, Péter javaslatara, hogy probaljuk meg kivenni az
algoritmus elejérdl a ciklust, mely a gyokér elemért felel és kezdjiik el egyben feldol-
gozni az egész grafot. Ez a 11 cstcsu graf esetén kb. 15s javulast eredményezett,
ellenben a 30-180MB memoria helyett 3, 5GB-ot fogyasztott el.

Egy masik, a futasidéket leginkabb érinté valtoztatés, szintén Pétertsl, hogy
az ¢élsilyok téarolasara Gsszedobott class-t cseréljem le NodeMap-re. Szamitottam
javulasra és nem is szantam végleges megoldasnak a lecserélt class-t, de ekkorara
nem: a futasidék a negyediikre estek, 100s és 5s koriilre. Ekkor elkezdtem szamolni,
hogy az algoritmus hany fa csiicsot hoz létre, mert a kis futasidék kozott nehéz volt
kiilénbséget tenni, ez meg egy mérdszama a futasnak.

Ezutan belekezdtem az algoritmus mikodését leginkdbb atalakité modositasba,
mely sok hibaval, hibas futéssal és hibas, de szerencsés futassal jart, mely soran
reprodukélhatatlanul jo futasidSket kaptam, melyek tulvagas eredményei voltak. A
fa csticsokban tarolt részleges FAS suly mellett 0sszegytjtottem az 0j gyerek cstcs
esetén a cstucsba beérkezd, téle hatrébb 16ve csticsokbol érkezé élek osszsulyat. Ezek
ugyanugy elére mutato, a teljes permutaciot tekintve a FAS-be tartozo élek, mint az
eredeti tarolt suly, azzal a jelentGs kiilonbséggel, hogy ezéaltal a még fel nem dolgo-
zott csucsokrol kapok informéciot. Ezek a bemend sulyok ugyanugy orokoltethetdk,
mint a korabbiak és a teljes permutacion végigérve ugyanazt az értéket adjak, mint
a gyokértdl lefelé gyijtott részleges FAS sily, viszont ez nagyobb értékeket vesz fel,
ezaltal jobb vigasokat eredményez, mert a fa gyokérhez kozelebbi részén méar meg-
haladja az aktualis optimumot, ha amigy is meghaladna késébb. Ezzel, valamint a
kezdeti optimumot szolgéaltatd heurisztikaban talalt hiba javitasa utdn a 11 cstcsi
graf feldolgozasi ideje a legels§ 450s-r6l 13-16s-re volt redukalhato, a kordbban az
algoritmus futasa soran létrejott 28,5 millié fa csics helyett pedig 3,5 millio alatt
jutott eredményre az algoritmus.

Persze ezektdl az eredményektdl fliggetleniil, az algoritmus még mindig valami
k % n! lépést tesz, igy ezen még béven van mit javitani. Osszehasonlitasnak, mind
eredmény, mind futasids, beemeltem az el6z6 féléves IP alapi minimum FAS keres6
programot és az eredmény nem Osszehasonlithato, az IP sokkal gyorsabb. Viszont
béven van még otlet az algoritmushoz, most folyamatban van egy plusz vizsgalat,
amivel a vagasokon tudnék javitani, az 4j gyerek cstcs utani, feldolgozatlan csticsok
kozott a diszjunkt korok kiszamitésa, mely olyan plusz éleket tud felfedni, amik
csak akkor keriilnek el6, ha mar eljutott odéig a novesztett ag. Emellett a memo-
riahasznalaton is van mit javitani, egyelGre a létrehozott fa csicsokat nem toérlom
dinamikusan, csak foglaljak a helyet, ami nagyobb cstcsszamu grafok esetén mér
komoly problémat jelent. Egy masik otletem a memoria jobb kihasznélasara, hogy
a jelenlegi ugralds, inkabb szélességi bejarast dinamikusan véaltoztatnam a feldolgo-



zasi allapot fliggvényében. LehetGségek vannak még béven, a téavlati cél pedig a
Gurobi cikkben[I] bemutatott algoritmussal Gsszevetni, de az 100 cstcs f6lotti, bar
ritka grafokon is jol szerepelt.
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