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Bevezetés

Az el6z6 félévben elkezdett két téma koziil a "minimélis gap vigasokban" cimszavi
téma keriilt feldolgozasra az idei félévi kutatomunka sorédn. Ismétlésképpen, a
kiindul6 probléma a kovetkezs: vegyiink egy grafot n csticson 2(n — 1) éllel, amely
elgall 2 éldiszjunkt feszitéfa unidjaként, és szamozzuk meg az éleit az 1,2, ..., 2(n—
1) szamokkal. Az a sejtés, hogy a szamozast mindig meg tudjuk tgy csinalni, hogy
a graf valamennyi vagasaban van 2 szomszédos szammal cimkézett él.

Az egyik legegyszeriibb ide kapcsolodo eredmény a kovetkezs:

Allitas. Legyen G = (V, E) egy graf, amely el6all két diszjunkt feszit6fa unioja-
ként. EKkor az élei megszamozhatok az 1,2, ...,2(n — 2) szamokkal gy, hogy G
minden kore tartalmaz szomszédos cimkéjd élpart.

A bizonyitas a kovetkezd allitasra tdmaszkodik, amely egy konstruktiv karak-
terizacidjat adja a két feszit6fa unidjaként elgallo grafoknak:

Lemma. Egy G graf el6all 2 diszjunkt feszitéfa unidjaként pontosan akkor, ha az
alabbi 2 fajta lépéssel megkaphat6d az 1 pontu iires grafbol:

o felvesziink egy 1j pontot, majd 6sszekotjiik 2 korabbi (nem feltétleniil kiilon-
b6z8) ponttal

e egy uv élet felosztunk egy 0j w ponttal, és w-t Osszekotjiik egy korabbi w’
ponttal

A lemma segitségével egy indukciés bizonyitést lehet adni a fenti allitdsra. A
bizonyitas soran kideriil, hogy egy erdsebb alakja is igaz az allitasnak:

Allitas. Legyen G = (V, Fy U Fy) egy graf, ahol F| és F, is feszit6fat alkot V-n.
Ekkor meg tudjuk szamozni az éleket az 1,2, ...,2(n— 1) szamokkal, hogy minden
kor tartalmazzon szomszédos cimkéji élpart, illetve F) élei paratlan, Fy élei paros
szamot kapjanak cimkének.

Vagyis az eredeti feltétel mellett még azt is kikotjiik, hogy a két rogzitett
feszitéfa élei paros/paratlan szamokat kapjanak.

Az el6z6 félévben ezen témakor feldolgozéasa egy sejtés megfogalmazasaval za-
rult, amely egy tetsz6leges grafban kapcsolta Ossze a vagésokban elGforduld leg-
nagyobb "gap"-et (a vagasban szerepls élparok cimkéi kozott szerepld minimélis
kiilénbség) azon élek minimalis szamaval, amely éleket hozzavéve a grafban lesz két
éldiszjunkt feszitéfa. Az idei félévben a hangsily inkabb arra keriilt, hogy olyan
grafosztélyokat keressiink, melyekre az eredetihez hasonlé allitas értelmes moédon
megfogalmazhato: alljon el két részgraf unidjaként, melyek egy kivant struktara-
val rendelkeznek, majd adjunk egy élszamozast, amely minden olyan részgrafban



tartalmaz szonszédos sorszamu élpart, amelyek nem tesznek eleget a kivant tulaj-
donségnak (nyilvan elég megkovetelni ezt a minimalis részgrafokrol, melyek nem
tesznek eleget a feltételnek). Hasonloan a fentiekhez, az ilyen tipusu allitdsoknak
egy erdsebb verzidja is megfogalmazhaté: a korabbi kikotések mellett azt is megko-
veteljiik, hogy a két rogzitett részgraf koziil az egyik tartalmazza a paros, a masik
a paratlan sorszamu éleket. Kiilonosen olyan graftipusok bizonyultak igéretesnek,
amelyek hasonléan a két feszitéfa unidjaként elsallo grafokhoz, rendelkeznek egy
konstruktiv karakterizacioval.

(k,1)-pontos grafok

Vegyiik észre, hogy a két fa unidjaként elGallo grafokat a kovetkez6 modon is
karakterizalhatjuk:

Allitas. G = (V, E) két feszit6fa uniéja pontosan akkor, ha

e VX CV: i(X)<2|X|-2

o |[E|=2V|-2

Tovabbé hasonlé megfogalmazassal karakterizalhatjuk a fédkat is:
Allitas. G = (V, E) fa pontosan akkor, ha

e VX CV: i(X)<|X|-1

o |[E|=|V|-1

Ez a két egyszeri észrevétel motivalja az aldbbi definicidkat:
Definicié. G = (V, E) (k,)-ritka, ha VX CV : (X) < k| X| - L
Definicio. G = (V, E) (k,l)-pontos (vagy (k,[)-szoros), ha

e VX CV: i(X) <klX|-1

o |[E|=k|V|—1

Ezen definiciok segitségével a fenti két allitas tgy is megfogalmazhato, hogy a
fak az (1,1)-pontos grafok, mig a két feszitéfa uniojaként elsallo grafok a (2,2)-
pontos grafok.

Egy ismert tétel a kovetkezs:

Tétel. G (2k,2])-pontos <= G 2 darab (k,[)-pontos unioja.



A fenti tétel lehet&vé teszi, hogy mefogalmazzuk a gap-es sejtés egy valtozatat:

Sejtés. Legyen G = (V, E) 2 darab (k,[)-pontos graf unidja V-n. Ekkor létezik
olyan szamozasa az éleknek az 1,2,... k|V| — | szamokkal, hogy minden nem
(k,l)-ritka részgraf tartalmaz szomszédos sorszamu élpart.

Ugyancsak megfogalmazhato egy erésebb verzi6 is:

Sejtés. Legyen G = (V, E) 2 darab (k,l)-pontos graf unidja V-n. Ekkor létezik
olyan szamozasa az éleknek az 1,2, ... k|V|—[ szamokkal, hogy minden nem (&, [)-
ritka részgraf tartalmaz szomszédos sorszamu élpart, és az egyik (k,[)-pontos graf
élei kapjak a paros sorszamiu éleket, a masik pedig a paratlan sorszamuakat.

A félév nagyobb része ennek a sejtésnek, kiillonosen néhany specialis esetnek a
vizsgalatéaval telt. Az els§ érdekes esetet a (2, 0)-szoros grafok szolgaltatjak. Ekkor
G két darab (1,0)-szoros graf unidja. Egy (1,0)-szoros graf egy feszité pszeudo-
erdg, ahol egy pszeudo-erdS egy olyan graf, amelynek minden komponensében
legfeljebb 1 kor van (vagyis ugy kaphatok meg a komponensei, hogy egy fahoz
hozzévesziink egy élt). Az ilyen grafok rendelkeznek konstruktiv karakterizacioval:

Allitas. G = (V, E) pontosan akkor (2,0)-pontos, ha el6all a kivetkezs lépések
sorozataval az egypontu iires grafbol:

e Egy 1j v csics felvétele, majd 6sszekotése két régi (nem feltétleniil kiillonbozs)
u, w ponttal

e Egy 1j v cstcs felvétele, majd Osszekotése egy régi u ponttal, és vv hurokél
hozzaadasa

e Egy 4j v cstics hozzavétele, majd két darab vv hurokél felvétele
e Egy uv él felosztasa egy 0j w ponttal, majd w Osszekotése egy régi t ponttal

o Egy uv él két végpontjat osszekotjik egy 14j w ponttal, majd ww hurokél
behtizasa

e Egy uv és egy u'v' élpar Osszecsippentése egy 1j w ponttal

A (2,2)-pontos grafok esetéhez hasonloan a legtobb esetben itt is konnyen meg-
adhato inukcioval egy szamozas, amely kielégiti a feltételeket. Az egyetlen prob-
léméat a 6 féle 1épés koziil az utolsd jelenti. Ha a grafban van harmadfoka pont,
akkor az els6 5 féle 1épés koziil tudunk valasztani az indukeié sorén, ezekre konnyen
ellenérizheté moédon miikodik a visszalépés. Ha nincs harmadfoki pont, akkor a
graf 4-regularis (|E| = 2|V]). Ekkor egy Euler-séta mentén haladva jo szamozést



kapunk. Tehat (2,0)-szoros grafokra igaz a sejtés gyenge alakja: van olyan élsza-
mozas, hogy minden nem (1,0)-ritka graf tartalmaz szomszédos sorszamu élpart
(egy graf nem (1,0)-ritka pontosan akkor, ha legalabb 2 kort tartalmaz).

A kutatas tovabbi szakaszdban matroidelméleti fogalmakat felhasznalva vizs-
galodtunk. Ehhez a motivaciot a kovetkezd jelenség adja: egy G grathoz vegyiink
fel egy H paros grafot, melynek egyik cstucsosztalya G cstuicsainak, masik cstcsosz-
talya G éleinek felel meg. Egy e = uv élnek megfelels csiics legyen Osszekotve az u
és v csiucsoknak megfelels H-cstucsokkal. Ekkor F(G)-nek egy E’ élhalmaza pon-
tosan akkor pszeudo-erdd, ha van olyan iranyitasa, amelyben minden pont befoka
legfeljebb 1. Ez H-ban megfelel egy E’-beli éleket feds parositasnak. Ezzel tehat
G-hez hozzarendeltiink egy transzverzalis matroidot, amely SBO.

Definici6. Legyen M egy matroid, amelynek alaphalmaza a diszjunkt B; és B,

bazisok unidja. Ekkor M SBO (Strongly Base Orderable), ha dp : By — By
bijekcio: Vo € By : By — x + ¢(z) bazis.

Az (1,0)-pontos halmazokra visszatérve, legyenek adottak a Gy és Gy (1,0)-
szoros halmazok, amelyek unidja GG. Ekkor a transzverzalis matroidban egy B,
és By béazis tartozik hozzajuk, melyek diszjunkt univja a matroid alaphalmaza.
Gyéartsuk le a kovetkezs paros G’ segédgrafot: az egyik cstcsosztaly By elemei, a
masik csucsosztaly By elemei legyenek, és koztiik minden élt huzzunk be. A cél
megadni egy olyan Hamilton-utat G’-ben, hogy a matroid minden kore feszitsen
¢élt ebben az utban. Ekkor ugyanis az ut mentén szdmozva a matroid elemeit
minden korben lesz egymas melletti szam, azaz minden G-beli (minimalis) nem
(1,0)-ritka grafban lesz szomszédos szamot kapott élpar. Az SBO-tulajdonsag
miatt G’-ben létezik egy teljes péarositas. Ha ezt tetszéleges modon felfiizziik egy
G'-beli Hamilton-utra, akkor az kielégiti a feltételeket: egy tetszéleges kornek kell
tartalmazni legalabb az egyik teljes péarositas-beli él mindkét végpontjat (és igy
az utbol két szomszédos elemet), kiillonben az SBO-tulajdonsag miatt fiiggetlen
lenne.

A fenti gondolatmenet bizonyitja tehat, hogy (2, 0)-szoros grafokra az erds sej-
tés is igaz. Az indoklas &ltalanosithato tetszéleges grafokra, amelyek két (k,1)-
szoros graf unidjaként allnak els, ahol 0 < [ < k; felhasznalva a kdvetkezd allitast:

Allitas. G(k,1)-szoros <= (k — ) darab (1, 0)-szoros és [ darab (1, 1)-szoros uni-
6ja.

valamint a feszit6fak uniojara és a (2, 0)-szoros grafokra adott fenti bizonyitést.

A két (k,l)-szoros grafok unidjaként elGallo grafok esetébdl tovabbra is bizo-
nyitasra var a k+1 <[ < 2k — 1 esetre vonatkozo6 sejtés (az | > 2k eset érdektelen,
mert ekkor a grafban nincs él). Kiilon kiemelendd speciélis esetként a (2, 3)-szoros
grafok, azaz a minimalisan merev grafok esete.



Split és nagykort matroidok

Az el6z6 fejezetben felvetett matroidelméleti konstrukecioé alapjan a sejtést altala-
nosabb feltételek kozott is megfogalmazhatjuk:

Sejtés. Legyen az M = (S, B) matroid a diszjunkt By és By béazisok unioja.
Ekkor az S alaphalmaz elemeit megszamozhatjuk az 1,2, ..., |S| szamokkal gy,
hogy a matroid minden kore tartalmaz szomszédos sorszamu elemeket (a sejtés
erGs alakja azt is megkoveteli, hogy B elemei kapjak a paros, By elemei pedig a
paratlan sorszamokat).

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a fenti sejtés igaz grafikus, illetve SBO-matroidokra
is. A félév soran a sejtést megvizsgaltuk tovabbi matroidosztalyokra is.

Definicio. Az M = (S, r) matroid nagykort, ha minden kor mérete (M)

Ha M nagykord, és S = By U By két bazis diszjunkt unidja, akkor indukciéval
megadhato egy olyan sorbarendezése By és By elemeinek, hogy By = {x1, 22, ..., 2.},
By = {y1,vy2,. .-,y }, ¢smindeni < r-re H; = B1—{xy, ..., x;}+{y1, ...,y } bazis.
Definialjuk a segédgrafbeli utat vy, x1, 4o, 2, . . .-nak. Ekkor egy r méretti halmaz
nem tartalmaz élt az utbol pontosan akkor, ha B;, B, vagy H; valamilyen i-re.
De ezek mindegyike bézis, igy ez az Ut garantalja, hogy minden kor tartalmazzon
szomszédos elemeket.

A nagykord matroidok speciélis esetei a split-matroidoknak:

Definici6. Legyen H = {Hy, Ho, ..., H,} hipergraf az S alaphalmazon, ésr,ry,...,7, €
Z* olyanok, hogy |H;NH;| < r;+r;+r minden 4, j parra. EkkorazZ ={X C S:

| X| < r|XNH;| <r; Vi} egy matroid fiiggetlen halmazait alkotjak. Ezt nevezziik
split matroidnak.

Ez a definicié valoban kiterjesztése a nagykori matroid fogalmanak: az r; =
r, Vi esetben visszakpjuk a nagykord matroidokat. Ez a tulajdonsag, valamint a
mogottes hipergraf-struktira lehet segitségiinkre abban, hogy a kutatas kovetkezd
lépéseként bebizonyithassuk a sejtést a split matroidok esetében is.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a sejtésnek egy éaltalanosabb alakja is megfogal-
mazhato, a kovetkezd forméaban: legyen M = (S,r) egy matroid az S alaphal-
mazon, melyre S(M) jeloli az S-et lefedd fiiggetlen halmazok minimaélis szamét.
Ekkor létezik egy G = (5, E) graf, melyben a maximaélis fokszam A = 28(M) — 2,
és minden G-beli stabil halmaz M-ben fliggetlen. A sejtésnek ez az erGsebb alakja
hamisnak bizonyult, azonban az eredeti kérdés (a (M) = 2,G egy ut specialis
eset) még mindig valaszra var.
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