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Kivonat

Szeptemberben felkeriilt az arXiv-ra az "On a class of self-similar sets which
contain finitely many common points" cimii cikk [3]. A kutatasunk {6 célja ennek a
cikknek a feldolgozasa. Ennek keretében énhasonlé halmazoknak egy paraméteres
csaladjaval foglalkoztunk. Azt a kérdést vizsgalja a cikk, hogy a paramétertérben
milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az a halmaz, ami azon paraméterekbdsl all,
melyekre az 6nhasonl6é halmaz tartalmaz egy rogzitett x pontot.

1. Bevezetés

Koszonjiik szépen a témavezeténknek, Keleti Tamésnak, hogy kaptunk téle témét,
illetve a tamogatast a kutatasaink soran.

Korabbi tanulmanyaink soran, az ELTE matematikus BSc alatt csak emlités szintjén
talalkoztunk 6nhasonlé halmazokkal. Zolomy Kristof a szakdolgozataban foglalkozott
ehhez hasonlé témaval, &m még 6 is kevés elGismerettel rendelkezett, hogy értelmesen
tudjunk kutatni ebben a témaban. Igy a kutatasunk elss fele leginkabb azzal telt, hogy
elkezdtiink beletanulni a témaba. Ehhez két nevezetes konyvet hasznaltunk a téma-
ban, M. Barnsley "Fractals everywhere" [I] cimd mtvét, illetve K. Falconer "Fractal
geometry" [2] cimi kényvét.

A masodik fejezetben 6sszefoglaljuk a témaban fontos alapfogalmakat, majd a har-
madik fejezetben a feldolgozott cikket foglaljuk Ossze.

2. Alapok

ElGszor leirunk néhény alapvets definiciot, tételt amit valoszintileg mindenki tud,
aki elvégezte a matek BSc-t, de a témank szempontjabol kulcsfontossagiak. Am azon
definiciokat amik tényleg nagyon alapvetSek (mint példaul a teljes metrikus tér, illetve
az analizis alapjai) ismertnek vessziik.

2.1. Definici6. Legyen X egy teljes metrikus tér. Ekkor egy f : X — X fliggvényt
kontrakcionak neveziink, ha létezik olyan ¢ < 1 konstans, melyre

|f(x) = f(y)] < ez -yl

minden z,y € X esetén.



2.2. Definicid. A fenti definiciéban, ha < helyett = van, azaz |f(z) — f(y)| = c|z — y|
akkor f hasonldsdyg.

2.3. Tétel (Banach-féle fixponttétel). Adott eqy f : X — X kontrakcio az X teljes
metrikus téren. Ekkor az f-nek pontosan eqy fixpontja van, tovdbbd tetszdleges v € X
pontbdl kiindulva az x, f(x), f(f(z)),... sorozat a fizponthoz konvergadl.

2.4. Definici6. A valos szamok egy korlatos A részhalmazat dnhasonlénak nevezzik,
ha léteznek olyan fi, fs, ... fs hasonlosagok, melyekre f;(A) # A és

A=A,

Azaz a halmaz elGall mint hozza hasonlé részhalmazok unidja. Ezt altalanosabban is ki
lehetne mondani tetszéleges kompakt metrikus térre, nem csak a valés szamok részhal-
mazaira, de mi csak R-en fogunk dolgozni.

Onhasonl6é halmazok gyartasara nagyon jo modszer ugynevezett iterated function
system-eket, azaz IFS-eket vizsgdlni. Egy IFS az fi, fo, ..., fs kontrakciokbol all. A
kovetkezo tétel teszi ezt nagyon hasznossa:

2.5. Tétel. Legyenek fi, fo,... fs kontrakcick a valds szdmokon. Ekkor pontosan egy
olyan F' C R kompakt halmaz van, melyre

Ennek a tételnek roviden belemegyiink a bizonyitasvazlataba, mert hasznos, és még
kelleni fognak beléle 6tletek.

Jelolje K a valos egyenesen a kompakt halmazok halmazat. Tetsz6leges K € K esetén
legyen K a halmaz d-kdrnyezete, azaz

Ks ={z € R : létezik a € K melyre |z — a| < §}.

Most definidlunk C-n egy metrikiat. Legyen A, B € K, definidljuk a tavolsagukat a
kovetkezdképpen:
d(A,B) = 1nf{6 : AC Bsés B C Ag},

azaz azon 0-k infimumat nevezziik a tavolsidgnak, melyre mar az A-nak a § kdrnyezete is
lefedi B-t, és B-nek a d-kornyezete is lefedi A-t.

2.6. Tétel. A fent definidlt d fiigguénnyel az X tér teljes metrikus tér. Ezt a metrikat
Hausdorff-metrikdnak nevezziik.

Ezt a tételt nem igazoljuk, nem nagyon nehéz, csak ellendrizni kell, hogy tényleg
minden teljesiil ami kell, hogy teljes metrikus tér legyen.

Most térjiink vissza a[2.5] Tétel bizonyitasara. Az fi, fa, ..., fs leképzések a K téren
is megadnak egy f leképzést ugy, hogy minden K € K esetén

ﬂK%ﬂJﬂK»
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Nem nehéz igazolni, hogy ez egy kontrakcié a Hausdorff-metrika szerint, igy a Banach
fixponttétel miatt tényleg pontosan egy olyan F' € K lesz, melyre

F=f(F)= Ufi<F>,

és pont ezt akartuk igazolni. A bizonyitasbol az is latszik, hogy tetszéleges K €
K halmazbol kiindulva (akar egy szakasz, vagy egy zart intervallum) teljesiil, hogy a
K, f(K), f(f(K)),... sorozat Hausdorff-metrika szerint a fixponthoz fog tartani.

Az 6nhasonlé halmazok méretét jol lehet jellemezni a Hausdorff-dimenziéval, amit az
aldbbiakban definidlunk.

2.7. Definici6. A C R” halmaz s-dimenzioés Hausdorff-mértéke
H(A) = h%ﬂ iglf { Z d(U;)? : {U;} egy olyan fedése A-nak, hogy Vi-re d(U;) < (5}.
—
i=0

A Hausdorff-mérték kis s esetén (a véges halmazokat leszamitva) végtelen, nagy s-
re pedig 0, és van a kettd kozott egyetlen hatarpont, ezt hivjuk a halmaz Hausdorff-
dimenzidjanak:

2.8. Definici6. A C R" Hausdorff-dimenzidja:

dimy A = inf{s: H*(A) = 0} = sup{s: H*(A) = oo}.

3. A cikk osszefoglalasa

A feldolgozott cikk a kovetkezs két fliggvénybdl allo paraméteres IFS csaladot vizs-
galja a szamegyesen a () < A < % paraméterek esetén:

{folx) =Xz, fai(z) =z + (1 —N)}.

Jelolje K az egyetlen kompakt halmazt amire K = fy\(K)) = fao(K)) U fr1(£K)), ahol
fr az el6z6 fejezetben latottakhoz hasonléan a kompaktok terén jeloli az

INE) = faoF) U fai(F)

leképzést.

Vizsgéljuk meg, hogyan is néz ki a K halmaz. A A = % eset kivételes, ekkor vilagos,
hogy a [0, 1] intervallum kielégiti az f/2([0,1]) = [0,1] egyenletet, igy K, = [0,1].
Mint kés6bb is latni fogjuk ez az eset kicsit kiillonb6z6 a tobbitsl, igy tobbszor kiilon kell
foglalkozni vele.

Fixaljuk le a 0 < A < 3 szdmot (azaz nem mindenhova irjuk ki a A indexet). Indul-
junk ki a [0, 1] intervallumbol, és alkalmazzuk ra sokszor az f fiiggvényt, azaz legyen
Fo = [0,1] és F,, = f\(F,,—1) minden n > 1 esetén. Tudjuk, hogy ekkor az (F},),en
kompaktokbol all6 sorozat tartani fog K-hoz a Hausdorff-metrika szerint. Az abra jol
illusztralja, hogy kicsi n értékekre hogyan néz ki F;:

A fels@ szint a teljes intervallum, utana F; a masodik szint, két \ hosszu intervallum,
majd ezek megint ugyanigy két kisebb intervallumra bomlanak, amiknek A2 a hossza,
azaz Iy az abran a harmadik szint, 4 darab A? hosszi intervallumbol all, és igy tovabb.
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1. 4bra. Abra forrasa: Wikipédia

Ez pont Ggy néz ki, ahogy a Cantor-halmazt definialni szoktuk, csak most % helyett mas
A szamokra, de vildgos, hogy igy is ezen F, halmazok egy sziikiil6 sorozatot alkotnak
amiknek a metszete egy Cantor-halmaz, amennyiben a Cantor-halmaznak a kévetkezd
altalanos definicigjat hasznaljuk: Egy halmaz Cantor-halmaz, ha kompakt, sehol sem
stird és nincs izolalt pontja. Tovabba mivel az (F,),en sorozat tart a Ky-hoz Hausdorff-
metrika szerint, igy K ezen sztikiil6 F),, halmazsorozat metszete lesz, azaz egy Cantor-
halmaz. Ezzel a K halamzokat lényegében teljesen megértettiik.

A cikk azzal foglalkozik, hogy egy = € [0, 1] szam esetén a paramétertérben milyen tu-
lajdonsagokkal rendelkezik az a halmaz, melyben azok a paraméterek vannak, amelyekre
z € K,. Legyen tehat z € [0,1] esetén A(z) = {\ € (0,3] : © € K,} azon paraméte-
rek halmaza, melyekhez tartoz6 6nhasonlé halmaz tartalmazza x-et. A fent leirtakbol
vilagos, hogy minden A\-ra K szimmetrikus i-re, igy A(x) = A(1 — z), tehat elegends

2

a [0, 3] intervallumon vizsgalni a A(z)-t. A cikk a A(z) halmaz tulajdonsagairol szol,
ahol z € (0, %) Azx=0¢ész = % esetek nem érdekesek, mert a kordbbiakbol lathato,
hogy A(0) = (0, 1], illetve A(1/2) = {1}. A szerz6k megvizsgaltak a halmaz topologiai
tulajdonsagait, tovabbéa a halmaz méretét Lebesgue-mérték, illetve Hausdorff-dimenzio
szempontjabol. A kovetkezSkben ezeket foglaljuk Gssze vazlatosan.

3.1. Tétel. Barmely x € (0, %) esetén A(x) egy Cantor-halmaz, melynek minimuma x
€s marimuma %
A cikkben fontos eszkéz, hogy Ky minden x pontjahoz parositani tud egy {0, 1}M-

beli (i,) sorozatot rendezéstarté6 modon (utobbi halmazon a lexikografikus rendezést
o

tekintve), mivel minden x € K elgall (1 — \) >~ 4, A" alakban, ahol i,, € {0,1}:
=1

Legyen 7y : {0, 1} — K a hozzérendelés, mx((in)) = (1 —A) Y. i, A""L. Ha frp és
n=1
fr1 a két definialé hasonlosag, akkor my((i,)) = Hm fy;, o fri,, 00 fri,(0).
n—oo

Legyen ezutan II : {0, 1} x (0, %] — [0,1] az a transzformacio, melyre I1((i,), A) =
7x((in)). A 0-1sorozatok terén definidlhatunk egy metrikat: p((i,), (j,)) = 27 PHE=1aAk},

A TI hozzarendelésrdl belattak, hogy folytonos, els6 koordinatajaban monoton nd,
A< % esetén pedig szigoriian monoton.

Tovabba ha (0,0,0,0,...) < (i,) < (0,1,1,1,...), akkor a II((i,), -) koordinatafiigg-
vénynek (0, %)—en pozitiv a derivaltja.

Régzitett A-ra jeloljiik I';(A)-val azon (i,,) 0—1 sorozatok halmazat, melyek elGallitjak

a-ct, azaz (1 — X)) Y i, """ = 2. Mivel 7y A # 3 esetén injektiv, ilyen paraméterekre
n=1
I;(A) 1 elemd, A = 1 esetén pedig legfeljebb ketts. Ez alapjan minden A € A(z)-

hez hozzéarendelhetjiik a rendezés szerint legnagyobb, x-et elGallité sorozatot, ez legyen
W, (A).



Jeloljiik (z,,)-nel U ( )-et. A VU fiiggvény megad egy homeomorfizmust, amivel késbb
kénnyebben lehet kezelm a A(z) halmazt:

3.2. Definicié. Q(z) = {(i,) € {0,1}" : (z,) < (in) < 01}

3.3. Lemma. Bdrmely z € (0,3)-re a ¥, : A(z) — Q(z) egy monoton csokkend homeo-
morfizmus.

Ebbdl konnyen kovetkezik a es tétel: Q(x) a fent leirt p metrikaval egy Cantor
halmaz, ezért az Gsképe, A(x) is az lesz.
A kovetkezs fejezetben A(z) Hausdorff-mértékét vizsgaltak meg:

3.4. Tétel. Ha x € (0,3), akkor barmely X € A(z)-re

log 2

(lsii%dimH(A(m) N(A—=0,A+0)) =dimyg K, = Tlog A

Ennek bizonyitasahoz két lemmét hasznalnak.

3.5. Lemma. Ha z € (0,1), akkor barmely X € (0,1)-re

Bizonyitas. Mivel a 7y, és a VU, leképzések is injektivek \ # % esetén, a my o U, : A(x) N
[z, \] = K, fliggvény szintén injektiv. A Hausdorff-dimenzi6é Lipschitz leképzések soran
nem nd, ezért elég lenne belatni, hogy a m, o W, leképzés inverze Lipschitz, vagyis

[T (Ve (A1) — ma(Wa(A2))] = ClAL — As
valamilyen C' > 0 konstansra barmely Aj, Ay € A(z) N [z, A] esetén.
Vegyiink tehat Ay, Ao-t, legyen W, (Ay) = (in), U(X2) = (jn), ekkor z € (0, 3) miatt
Z.1 = jl = 07 igy

(LT=M)D i\ =a=(1=X) ) juds " (1)
n=2 n=2

A as lemma miatt (i,) < (j,), azaz van egy m > 2, hogy 41 ...%m -1 = j1---jm_1 €S
=1, jm = 0.

-b6l révid szamolas utan adodik, hogy /u((ll’\m()\g A1) < TP

A1 < Ao < A felhasznalasaval kijon, hogy ™ > z(1 — 2A)(Ae — A\p). Ezt felhasznalva
(W () — ma(Ea(0a))] (Z A Zm )
> (1—X) (Am - Z A" 1) (1=20)N"1 > O\ — A,

n=m-+1

ahol C' = l—m > 0 egy A1, A\o-t6l fiiggetlen pozitiv konstans, ezzel a lemma bizonyitéasa
kész. O

3.6. Lemma. Legyen x € (0

,3). Ha X € Ax)\{3} olyan, hogy U, (X) nem 0°°-nel
végzédik, akkor barmely 6 € (0, 3

—A)-ra
dimpy (A(x) N A A+ 0]) > dimpy K.
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Ennek bizonyitasdhoz A(z) N[\, A+ d]-ban vettek egy olyan részhalmazsorozatot, me-
lyek Hausdorff-dimenzidja dimpg K)-hoz tart. Ehhez definialtak Q5 C {0, 1} halmazt:
legyen W, (A) = (¢,) = (z), no az els6 index, melyben a két sorozat eltér, ny pedig egy
olyan monoton névekvd indexsorozat, hogy ¢,, = 1 minden k-ra.

Mg ={cica. .. cpy10iyia. .. : az (i,) sorozat nem tartalmaz k darab egymast kovets 0-t}.
Erre a részhalmazsorozatra belatjak, hogy

ami elég, hiszen minden (j,) € Qyi-ra (¢,) > (Jn) > (2,), ezen a tartomanyon pedig
a [3.3tas lemma miatt ¥, minden értéket felvesz, tehat Q. C W (A(z) N [A, A+ 4]).
Ezekbdl adodik W1 (Qx) C Alz) N[A A+ 6.

bizonyitasahoz elGszor belatjak, hogy 7\ o W,.-nek nem csak az inverze, mint
az el6z6 bizonyitasban megmutattak, hanem 6 maga is Lipschitz, ezért elég (2 )
Hausdorff-dimenzi6jat becsiilni, ami pedig mar kénnyen megy:

dimy )\ (2 ) = dimy 75 ({(75) : (in) nem tartalmaz k darab egymast kovets 0-t}) >
> dimpy 75 ({(¢,) : i, = 1 minden n-re, amire k|n}) =

(k—1)log2 . _log?2

klog A log A

= dlmH K)\,

ahol az els6 egyenldségnél kihasznaltuk, hogy az énhasonlé halmazra véges f;; definidlo
hasonlosagot alkalmazva az tovabbra is hasonlé lesz K-hoz, ezért Hausdorff-dimenzidja
nem valtozik. A masodik sor elsé tagja és a harmadik sor els6 tagja kozti egyenlGség
pedig azért igaz, mert az ott szerepld halmazt tekinthetjiik tgy, hogy 2¢~! darab A\*
ardnyt hasonlosag definidlja (gye 70775 (2) = fa1 0 iy © - fai © o (7)), ezért a
halmaz Hausdorff-dimenzioja

log 2k—1 (k—1)log2

dimg m\({(i,) : 4, = 1 minden n-re, amire k|n}) = =t =

"~ log M klog A

ezzel a lemma allitdsa be van latva.

A [B.4}es tétel bizonyitasa a lemmak segitségével:

Azt tudjuk, hogy A(z) C [z, %], legyen A € A(x) tetszoleges. Itt két esetet targyalnak,
A< % és A = %—et. Az utébbi az els6hoz hasonldéan jon ki, igy csak az el6bbit mutatjuk
be.

Elgszor hasznaljuk a ijs lemmaét, ebbdl adodik, hogy barmely § € (0, % — A)-ra

. . . log 2
d Alx)N(A=90,A+0)) <d Alx)N(z,A+9]) <d Kyg=——2°"
imp (A(z) N ( A +0)) < dimg(A(z) N (2, A+ 6]) < dimy K5 log(\ 1 0)’
tehat
lim dimy; (A(2) 0 (A — 6,2+ 6)) < 282 _ Gimy, K
6—0 = ’ - 10g/\ o H -

A masik irdnyt egyenldtlenséghez hasznalni szeretnénk a [3.6tos lemmat, ehhez elég
olyan A(z) N (A — 4, A+ 4) intervallumban futé (A;) — A sorozatot talalni, melynek egyik



tagjanak W,-nél vett képe sem végzddik csupa O-ra (ilyen biztosan létezik, mivel A(x)
egy Cantor-halmaz), minden \j-ra alkalmazva lemméat adodik, hogy

L log 2 . _log2

— dimy K
log Ap  logn RN

azaz k — oo-nel adédik az alsé korlat is.

3.7. Kovetkezmény. Ha x € (0, %), akkor barmely I C [0, %] nyilt intervallumra, melyre
InA(x) # 0,
dimg(A(z)NI)= sup dimy K.
XeA(z)NI
Bizonyitds. A > irany a tételbdl kovetkezik, mivel minden A € A(x) N I-hez elég kicsi §
esetén (A — 9, A+ 0) C I, igy

dimg(A(z)NI) > (lsir% dimy (A(z) V(A =0, A+ 6)) = dimpy (K).
—
A mésik iranyhoz legyen ¢ > 0 tetszéleges, és minden A € A(x) N I esetén legyen d)
olyan kicsi, hogy (A — 0y, A + 0,) C I, tovabba

dimg (A =0\, A+ 0y) NA(z)) < dimg(K)) +e < sup dimyg K, +e.
AeA(z)NI

Az 6sszes A € A(x) N1 esetén véve a (A —dx, A+, ) intervallumokat, ezek fedik a A(x)N 1
halmazt, igy megszamlalhato sok is fedi. Emiatt A(x) N I Hausdorff-dimenzi6ja meg-
egyezik ezen megszamlalhato sok (A —dy, A+0,) NA(x) halmaz Hausdorff-dimenzi6janak
a szuprémumaval, azaz

dimg(A(z)NI) < sup dimg Ky +e.
AeA(z)NI

Ezutan € — 0 pont a bizonyitandot adja. n
Ezzel a kévetkezménnyel konnyen kijon a cikk méasodik {6 tétele is:

3.8. Tétel. Bdarmely x € (0, %)—7‘6 A(x) Hausdorff-dimenzidja 1, Lebesque-mértéke pedig
0.

Bizonyitds. dimy(A(x)) = dimg(A(z) N (x,%)) — sup  dimyg Ky = 1 a kovet-
AGA(x)ﬁ(m,%)
kezmény alapjén. Szintén kovetkezik belsle, hogy A,(z) = A(x) N [2, 3 — +] Hausdorff
log 2

dimenzioja legfeljebb gDy < 1, ekkor viszont az 1-dimenziés Lebesgue mértéke csak
2 n
0 lehet, A(z) = |J An(X)-b6l pedig kévetkezik, hogy A(z) Lebesgue-mértéke is 0. O
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