Elemrendek 0sszege feloldhat6 csoportokban

Sz6nyi Laura

1. Bevezetés

A csoportokban az elemrendek Osszegét és szorzatdt is vizsgaltdk mdr kordbban, ezek koziil
az elébbit vizsgaltam Marcel Herzog, Patrizia Longobardi és Mercede Maj cikkébdl kiindulva,
illetve Herendi Zsolt szakdolgozatat is felhasznélva.

2. Fontosabb el6zetes eredmények

Jelolje C, az n elemd ciklikus csoportot, W(G) = X,cc 0(g) a G csoport elemrendjeinek
Osszegét, n a G véges csoport rendjét.

Nem nehéz belétni, hogy ¥(G) < ¥(C,), amennyiben nem izomorf vele, de ennél tobbet is
lehet tudni.

2.1. Tétel. Ha G nem ciklikus, n rendii csoport, akkor ¥(G) < %‘P(Cn).

Az 4llitds €les, ugyanis n = 4k esetén ¥(Cox X C) = =¥(Cy).
Egyes esetekben ugyanakkor lehet még javitani a becslést.

2.2. Tétel. Ha G nem ciklikus, n rendii csoport, q az n legkisebb primosztoja, akkor ¥(G) <
1
Y(Cy).
g-1 "

Lathato, hogy pératlan rendi csoportokndl ez tobbet mond, mint az el§zé tétel, ugyanis ekkor
Y(G) < %‘P(Cn) biztosan teljesiil, paros rendtiekre viszont nem allit semmi tjat.

Hasznos tudni az aldbbi, egyszerd szdmolds utdn ad6dé képletet.

2r+l
2.3. Tétel. Ha n = p’, azaz primhatvény, akkor ¥(C,) = £ +1

p+l

Az Euler-féle ¢-fiiggvénnyel valé kapcsolatardl a kovetkezat allithatjuk.

2.4. Tétel. Legyen q az n legkisebb primosztoja. Ekkor ¥(G) > $<p(n).



3. Az elemrendek osszegének fels6 becslése

Konnyen l4thatd, hogy a l:;f;)) kifejezés n > 1 esetén mindig nagyobb, mint 1, hiszen az n-

nel relativ prim elemek mind n-edrenddek, tovabba o(1) = 1 miatt szigord az egyenlStlenség.
Felvetddik a kérdés, hogy lehet-e felsd korlatot mondani.

3.1. Tétel. -

< 2,1666

Bizonyitdas. Rovid szamoldssal adddik az aldbbi becslés.
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Ekkor a 2, ,yim % kifejezést lehet tovabb vizsgalni.
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Jelolje P(s) = X p prim [% a prim zeta-fiiggvényt, ez minden s > 1-re konvergens. Ennek hasz-
ndlatdval adddik az aldbbi.
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Ebbdl kovetkezik, hogy

Z p;:lp =PQ2)+P3B)+PA)+P(5)+P(6)+P(T)+...=0,7731566690. ..
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Ugyanakkor ennél tobb is igaz, ez lathat6 az aldbbiakban.

Y (Cn)

R TOI 1,9436
Bizonyitas. Az iménti szamolas elejét is felhasznélva adddik az aldbbi.
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A mértani sor 0sszegképletébdl adédik az aldbbi szamitas.
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Tehét az eredeti kifejezés az alabbi alakra hozhatd.
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¥(C, [1(1--5) N2
() < . P = £(3e2) =1,943596436820759.. ..
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Lathato, hogy ez az eredmény tovabb mar nem javithaté, mertaz n; = p;- py - .. .- p; sorozattal,

¥(C,. B} ) . . s
n_;(n’_; pont ezen szamhoz konvergal, n229-re mar 1,943577 ... a tort értéke.

ahol p; az i. prim,

Ez az eredmény azt is jelenti, hogy nem ciklikus, pdratlan elemrendi csoport esetén ¥(G) <
ny(n), paros elemrendd csoport esetén pedig ¥ (G) < 1,24n¢(n).

Alsé becslést tekintve a n = 2% esetbdl lathats, hogy W((C,)¥) = 2n — 1, ennél jobbat nem

lehet mondani, mert egy elem rendje 1, az Gsszes tobbi elem rendje pedig legaldbb 2, tehat
Y(G) >2n-1.



4. Primhatvany rendd csoportok primnégyzet indexi ciklikus
normalosztoval

Herendi Zsolt szakdolgozatdnak végén volt sz6 azon primhatvany rendd csoportok elemrend-
0sszegérdl, ahol van primindexd ciklikus részcsoport. A kovetkezGkben a primnégyzet-indext
ciklikus részcsoporttal rendelkez$ primhatvany csoportokrdl lesz szo.

Legyen |G| = p" ahol n > 2, p paratlan prim, H < G, |H| = p"~2, ahol H maximalis
ciklikus részcsoport. A H csoport normalizatordt N (H)-val jelolve ha Ng(H) = G, akkor
H <G, azaz H normaloszt6 G-ben. Ellenkezd esetben van egy M maximalis részcsoport, amire
H<M <G (M = Ng(H)). Ekkor az M csoport p"~! elem, de nem ciklikus. Mivel az M a
H csoport normalizatora, és nem egyenlSek, ezért egy g € G elemmel konjugdlva g~ 'Hg < M,
M : Hn g7 'Hg| = p? (amennyiben H # g"'Hg), H N g~'Hg < Z(M). Tegyiik fel, hogy M
nem Abel. Mivel M nem lehet ciklikus, igy M = Cpn2 X Cp = (u, v | ub"” = LvP =1).
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Y(M) = (Cpua)-p+(p-1)-(p-1) =

Tekintsiik az M csoport egy p-rend( a automorfizmusét. u® = u*v> ahol p ¢ x, v® = u®v' ahol
p”_3 | z, p 1 t. Az x és z értékeket modulo p”‘z, az y és t értékeket modulo p nézziik.
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Ebbdl kovetkezSleg xP = 1 mod p, azaz x = 1 mod p, illetve hasonléan ¢t = 1 mod p.
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A fentit felhaszndlva adddik az aldbbi egyenlGség.
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Tehit x” = 1 mod p"~2, igy x = 1 mod p"~3. Innentdl legyen x, v, 1, z j, a fenti megkotések
nélkiil, igy u® = u*P" xyy "
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A fentiek szerint a G csoportra

n-2 n-3 . ..
G = (u,v,w | uv = vu,u”" =1,v" = Lwluw = u WowTlvw = uP 2v) teljesiil.
Tovébbi tetszGleges a € M-re (wa)? = wPw= P~ DawP=ly==2 w3y 2aw?wlawa =

wPaPl.

1+p”_3



Tetsz6leges k, I-re (ukvh)® = u*v! teljesiil, ha ul" " (kx+lz) ky — 1

ElsS esetben legyen y # 0, y = 1, és z = 0. Ekkor p | k, azaz w™luw = w7y Wl =y

wP € (uP,v). Ez ugyan arra vezethet§ vissza, mint az 6todik eset.

Masodik esetben legyen y = 1, z # 0. Ekkor p | k, p | [, azaz wluw = "
1

ul" iy, WP e (uP), ahol feltehets, hogy w” = 1. v helyett uP" "yt véve w-

y,wlyw =

uw = uv. A

z =1,...,p — 1 esetek mindegyike ugyan azt az elemrend-Osszeget adja, igy legyen z = 1.
n—1 4 2
Ekkor a harmadik esethez hasonléan ¥(G) = W(M) -p+(p-1)-(p—1) = ’+{p+l.

Harmadik esetben legyen y = 0,x = 0. Ekkor p | [, azaz [ = 0, azaz wluw = u, whw =

uP" %y és wP = u* hatdrozza meg a csoportot. Legyen z = 1. Ekkor k = 1, ..., p — 1 esetekben
o(w) = p"! !
wP = 1. Ekkor wu = uw, vw = wupn_3v, illetve tudjuk, hogy (wa)? = w”aP haa € M, azazw
valamely hatvanydval barhogyan szorozva egy M-beli elemet, melynek rendje legaldbb p (azaz
nem 1) az elem rendje megmarad. Igy ez esetben ¥(G) = ¥ (M) -p+(p-1)-(p—-1) =
PPlpt plal

p+1 :

, vagyis ez az eset nem felel meg, igy k = 0. Tehat w™luw = u, w™lvw = upn_Sv,

Negyedik esetben legyen y = 0,x = 1,z # 0. Ekkor kK = —/z modulo p. Feltehetd, hogy [ = 1,
ekkor o(u=%v) = p™2, (u~%v) a fixen maradé elemek. Tgy w=luw = u!*P"” wlyw = uP" 2y,
wP = 1,ahol z € {1,...,p — 1}. Ha v-t lecseréljiik egy megfelelS v'-re, akkor elérhets, hogy
minden mas megtartdsdval z = 1 legyen, ekkor a fix részcsoport (u~'v). Ha u helyett vessziik

uv~!-t, akkor ugyan azt kapjuk, mint a harmadik esetben.

Otodik esetben legyen y = 0,x = 1,z = 0. Ekkor p | k, azaz w™luw = w7 oy = v,

wP € (uP,v). Feltehets, hogy w” € (v), azaz vagy o(w) = p?, és elérhetS, hogy v = w”
legyen, vagy pedig (u,w) X (v) a keresett csoport. EI6bbi esetben egy M-beli elem rendje
w walamely hatvanyaval barhogyan szorozva megmarad, ha legaldbb annyi a rendje, mint a
w adott hatvanyanak, w” = v miatt w legfeljebb p — 1-edik hatvanyon van, vagyis ¥(G) =

2 2 P ept=piep’-pP+l
YM)-p+(p-1)-(p°-D+(p-1D)-(p-1D-(p+1)-(p°—p) = s :
Utobbi esetben ismét ugyan az a szamolds mutatja meg G elemrend-0sszegét, mint a harmadik
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pontban, azaz ¥(G) =¥(M) -p+(p-1)-(p—-1) =L plilp '
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Igy 0sszesen két kiilonbozd elemrend-dsszeget kaptunk. W(Cpn) = = +1_vel gsszehasonlitva

) . p+1
az alabbiakat kapjuk:
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Tehét minden esetben W(G) értéke koriilbeliil 45%¥(C ).
p
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