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KI1vONAT. Az els6 athaladdsi perkolacié elméletét 1965-ben alkotta meg Hammersley és
Welsh: céljuk folyadékok porézus kozegen torténd atszivargasianak modellezése volt a va-
16szinliségszamitas eszkozeivel. A kutatémunkdm célja ezen elmélet alapvets kérdéseinek és
eredményeinek megismerése volt. Ehhez Antonio Auffinger, Michael Damron és Jack Hanson
50 years of first passage percolation cimli monografidjanak ([1]) elsd két fejezetét dolgoz-
tam fel, melynek készonhetéen mélyebben megismertem az id6konstans és a hatdralakzat

természetét.

1. BEVEZETES

Az els6 athaladasi perkolacié elméletét folyadékok pordzus, azaz lyukacsos anyagon tor-
ténd atszivargasanak modellezésére hozték létre. Mindenki szdméra ismeros jelenség példaul,
amikor egy papirra véletleniil racseppent egy-két csepp tedt, kavét, és ez egy furcsa alaku
pacat hagy maga utan a papiron. Itt a papir az a bizonyos pordzus kozeg, melyen a folyadék
elsé ranézésre egészen szabalytalan médon atszivarog.

A porézus kozeget el6szor egy Z¢ récs fogja modellezni, ahol a racsvonalak jelentik a lyu-
kacskakat, azaz az éleket, amiken kozlekedni lehet. Minden e élhez hozzarendeliink egy 7.
valOszinliségi valtozét, amit az él athaladasi idejének neveziink, és ugy gondolunk ra, hogy
ez adja meg, mennyi id6 atjutni az adott élen. A 7. valtozok csalddjardl feltessziik, hogy
fliggetlen, azonos eloszlasi valtozok v eloszlassal és F' eloszlasfiiggvénnyel.

Utnak neveziink egy véges vagy végtelen eq, eg, ... élsorozatot, ha e;-nek és e;1-nek pontosan
egy kozos végpontja van minden ¢ > 1-re. Egy véges I' itnak definidlhatjuk az athaladasi
idejét, mint a benne taldlhat6 élek athaladési idejének Osszegét: T'(I') = Y 7. Ennek se-
gitségével pedig mar beszélhetiink két pont tavolsdgardl: x,y € Z4 pontokeigvolséga legyen
T(z,y) = i¥f T(T"), ahol az infimumot az z-et és y-t tartalmazé véges élszamu utakon vessziik.
A tavolsigfogalmat kiterjeszthetjitk R? pontjaira is, ekkor az x és y € R? pontok tévolsadgan
azon x' és ' € Z% pontok tévolsigat értjiikk, melyekre z € 2’ +[0,1)4, y € o/ +[0,1)%. A

pontok tavolsagara gy gondolunk, mint az ahhoz sziikséges id6, hogy a folyadék az egyik
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pontbdl eljusson a méasikba. Amennyiben F azonosan 0 a negativ félegyenesen, azaz nem
engediink meg negativ éleket, tgy a (Z4,T(.,.)) par 1 valészintiséggel egy pszeudometrikus
tér, ha pedig F'(0) > 0, akkor 1 val6sziniiséggel metrikus tér. Az elsé athaladasi perkolacival
kapcsolatban az elsddleges cél, hogy megértsiik ezt a metrikat, ahogy az élek hossza egyre
csokken, illetve ahogy minél inkabb kimozdulunk a Z¢ racsrél, ezzel egyre inkabb kozelebb
hozva a modellt a valésdghoz.

Jelolje B(t) az origd kozépponti, t sugarti gémbot R%-ben a T tavolsdgfiiggvény szerint, azaz
legyen B(t) = {y € R?: T(0,y) < t}. Erdekes kérdés ezzel kapcsolatban, hogy vajon hogy
néz ki egy ilyen gomb, pontosabban ha egyre nagyobb sugartd gomboket vesziink, 1étezik-e va-
lamilyen hataralakzat, amihez egyre inkabb hasonlitanak a gémbok. Ha pedig el6fordul, hogy
létezik, akkor vajon mely alakzatok allnak el6 az &dthaladasi idok valamely eloszladsa mellett
hataralakzatként? A monografiAban, amivel foglalkoztam, alaposan koriiljartak ezen kérdé-
seket. Ennek targyaldsa el6tt azonban el6bb érdemes egy alapvetébb kérdéssel foglalkozni,

nevezetesen megtudni, virhatéan mekkora lesz a tavolsag két egyméstol tavol es6é pont kdzott.

2. Az IDOKONSTANS

A fejezet alapkérdése, hogy mit mondhatunk T'(x,y)-rdl, ha |z — y|; — oco. Vajon kon-
vergél valahova aszimptotikusan? A véalaszt egy konkrét esetben a kiévetkezd, alapvetd tétel

adja meg, mely egyszeri kovetkezménye Kingman hires szubadditiv ergodtételének.

1. Tétel. Jelolje e az elsd koordindtavektort, és legyenek t1, ..., taq azonos eloszldsu, fliggetlen
valdszindségi vdltozok az élek kozos eloszlasabol. Tegyiik fel, hogy E(minlty, ..., taq]) < o0.
Ekkor létezik egy iddkonstansnak nevezett u(ey) € [0,00) érték, melyre

lim T(0,n-e1)

n—00 n

= p(e1)

1 valdszindséggel és L' -ben.

Az E(min[ty, ..., toq]) < oo feltétel minden esetben sziikséges, ha ugyanis nem teljesiilne,

akkor a Borel-Cantelli lemma szerint tetszéleges C' > 0-ra 1 valdszintiséggel teljesiilne, hogy

lim sup Lo’gel)
n—oo

id6konstanst, ahhoz nem sziikséges feltenni.

> (C. Azonban, ha csak sztochasztikus konvergencia mellett szeretnénk egy

Az id6konstans meghatirozdsa egy nagyon nehéz feladat, de becsléseket azért tudunk mondani
rd. Nyilvanvald, hogy p(e;) < E(r.), Hammersley és Welsh viszont belattak, hogy ha T,

eloszlasa nem trividlis, akkor szigoru egyenldtlenség all fenn — ez mar egy érdekesebb tény.
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Emellett természetesen nem csak az elsé koordinatavektor irdanydban létezik idékonstans a
feltételek mellett: minden racionalis koordindtakkal leirt vektor irdnyara bizonyithaté a fenti
tétel. SGt, a racionalis irdnyok idékonstansai néhany alapveto dolgot is teljesitenek: =,y €
Q% ¢ € Q esetén

w(z+y) < p(z) + p(y)

plex) = le| - p(a)

e 1 invaridns Z¢ origdt fixen hagyd szimmetridira

u egyenletesen folytonos és Lipschitz Q% korlétos részhalmazain

Az utolsé megallapitasbdl kévetkezik, hogy u-nek egyértelmiien létezik folytonos kiter-
jesztése Re-re.
Az id6konstanssal kapcsolatban az is ad6dé kérdés, hogy vajon hogyan viszonyulnak egymas-
hoz a 7. kiilonbo6z6 eloszlasaihoz tartozé idokonstansok, illetve mi torténik vele, ha az eloszlast

kicsit perturbaljuk. Ebben a kérdésben Cox és Kesten a kévetkezd eredményt érte el.

2. Tétel. Legyen F, a 1. kiilonbézd eloszldsaihoz tartozo eloszlasfiigguények egy sorozata.
Tegyiik fel, hogy F, — F gyengén. Ekkor 1i_>m tn(e1) = u(er), ahol py(er), p(er) jeloli az ey
n oo

vektor iddkonstansdt az F,, F' eloszldsfligguények eloszldsai mellett.

Ez az eredmény nem elég er6s ahhoz, hogy a hataralakzat viltozasarél mondani lehessen
valamit a segitségével, ha az élek eloszlasat perturbéljuk, de a hatdralakzat extrém pontjaira

garantal egyfajta folytonossagi tulajdonsagot.

3. A HATARALAKZAT

A p(x), z € R? idSkonstans fiiggvény segitségével mar leirhaté a B(t), praktikusabban
a @ gémb viselkedése t — oo esetén. A f6 eredmény Cox és Durrett hires alaktétele,
mely pontosan meghatarozza, mely esetekben 1étezik egy determinisztikus, konvex, kompakt
hataralakzat.
A tétel elékészitéséhez egy gyors kitér6t kell tenntink a koétésperkoldcié fogalméahoz. Ez egy
olyan modell, ahol a racs minden éle egymastol fiiggetleniil p valészintiséggel nyitva van, 1 —p
valoszintiséggel pedig zarva, dthaladni pedig csak a nyitott éleken lehet, igy utosszefiiggdségi
komponensek keletkeznek. Kritikus valészinliségnek nevezik azt a p. értéket, melynél nagyobb
p valdszintiségekre teljesiil, hogy ha ekkora valdsziniiséggel van nyitva minden él, akkor 1

val6szintiséggel lesz végtelen komponens. A Z? racshoz tartozé kritikus valdszintiséget pe(d)

jeloli, és szerepe lesz a kompakt hataralakzat 1étezésének feltételeiben.
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3. Tétel. Legyen My azon, [0,00)-en értelmezett valosziniiségi Borel-mértékek halmaza, me-
lyekre a kévetkezok teljestilnek:
o E(minl[ty, ..., taq]) < 00, aholty, ..., tag azonos eloszldsi, figgetlen valdsziniiségi valtozok
az adott eloszldasbol
o az eloszlasfigguényeikre F(0) < p.(d) teljesiil .
Ekkor minden v € Mg-re létezik eqy determinisztikus, konvex, kompakt B, C R® halmaz,

melyre minden € > 0-ra

B(t)
& C

P ((1 —e)B, C (1+¢)B, elég nagy t—re) =1.

S6t, B, szimmetrikus RY tengelyeire, és a belseje nem fires.

Ez a tétel nagyon kielégité valaszt ad a hataralakzattal kapcsolatosan felmeriilé legter-
mészetesebb kérdésekre. Emellett az értékét noveli, hogy a benne megjelend feltételek sziik-
ségessége is megmutathato.

Amennyiben az F'(0) < p.(d) feltétel nem teljesiil, igy a 0 dthaladési idékre nyitott, a pozitiv

athaladasi ideji élekre pedig zart élekként tekintve definicié szerint lesz végtelen, 0 dthaladasi

B(t)

idejti ¢élek altal meghatdrozott komponens. Ekkor pedig =~ nem lesz korldtos, igy kompakt

sem.
Ha pedig az elso feltétel nem teljesiil, akkor a kordbbiakhoz hasonlbéan tetszéleges C' > 0-ra

1 valészintiséggel lesz végtelen sok x € Z?, melyre T(lg"r) > (), igy nem lesz hataralakzat.

Cox, Durrett és Kesten azonban bebizonyitotta, hogy a T'(u,v) téavolsigok mint valésziniiségi
valtozok médosithatdak tigy ebben az esetben, hogy kozel maradjanak az eredetihez, de ezek-
re mar létezzen hataralakzat. Ennek az alapétlete az, hogy vesziink egy nagy M-et, amire
F(M) mar nagyon kozel van 1-hez, és két pont tavolsidgat a pontokhoz kozel levs, 7. < M
élek segitségével definialjuk.

A tétel ismeretében felmeriil a kérdés, hogy vajon mely konvex, kompakt, a tengelyekre szim-
metikus R%beli halmazok &llnak el hataralakzatként. Szdmomra megleps fordulat, hogy
ez egy teljesen nyitott kérdés. Azonban, ha nem varjuk el az élek athaladési idejeitél, hogy
fliggetlen, azonos eloszlasu valtozok legyenek, akkor minden olyan nemiires, konvex, kompakt
halmaz, mely szimmetrikus a tengelyekre, el6all hataralakzatként, ezt Haggstrom és Meester

bizonyitottak.
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4. METRIKUS TEREK KONVERGENCIAJA ES A HATARALAKZAT

Az els6 athaladasi perkoldcié modellje egy véletlen (pszeudo)metrikus tér. A cikkben
definidljak metrikus terek tavolsdgat, ennek segitségével pedig konvergenciajat, mely egyrészt
nagyon szép, masrészt, ami még érdekesebb, hogy a hataralakzat 1étezésérol szolé tétel meg-
fogalmazhat6 metrikus terek konvergencidjaval is.

Egy (X,d) metrikus tér S C X részhalmazat e-slirlinek nevezziik, ha X minden pont-
ja S e-kornyezetében van. Egy (Xi,d;) és (Xo,d2) metrikus tér kozott R C X7 x Xo
e-relacié, ha R Xj-re és Xo-re vett vetiilete is e-siirti, illetve (z1,x2), (y1,y2) € R esetén
|d1(z1,y1) — da(z2,y2)| < e. (X1,d1) és (X2, d2) metrikus terek Gromov-Hausdorff tavolsdgan
azon e-ok infimumdt értjiik, melyekre a két tér valamely R C X; x Xo-re e-relaciéban all
egymassal. Ennek a definicionak az a nagy hatranya, hogy egy kompakt és egy nem kor-
latos metrikus tér tavolsaga mindig végtelen. Egy triikkkés modositassal azonban ezen lehet
segiteni. Egy (X, d) metrikus tér és x € X esetén nevezzik (X,d,x)-et pontozott metrikus
térnek az x bazisponttal. Ekkor az ((Xp,dn,¥n)),>o pontozott metrikus terek egy sorozata
konvergdl az (X,d,z) pontozott metrikus térhez, ha minden r > O-ra B(z,,r) sorozat (az
indukalt metrikdkkal) a Gromov-Hausdorff metrikdban konvergél B(x,r)-hez.

Visszatérve az els6 athaladasi perkoldciéhoz, hozzuk létre a kovetkezd (pszeudo)metrikus te-
reket. Legyen (Q, F,P) az a valésziniiségi mez8, amibél az élek eloszlasa szérmazik. Minden

w € Q-ra vegyiik a kovetkezd sorozatot:

(st i= (2t T2,

Ezek szemléletesen az eredeti (pszeudo)metrikus terek atskéldzva és normalizalva. Vegyiik

tovabba Re-t a d(x,y) := u(z — y) metrikaval, ahol pu(zr) az idékonstans fiiggvény. Ekkor a
hataralakzatrél szolé tétel a kovetkezdképpen mondhaté ki.
4. Tétel. Tegyiik fel, hogy F(0) < pc(d), és valamely o > 0-ra [e**dv < oo. FEkkor a
(Xn,dn,0) sorozat konvergdl a pontozott Gromov-Hausdorff konvergencia szerint (R%, u,0)
pontozott metrikus térhez 1 valdsziniiséggel.

Fz a masodik megkdzelités talan elobb vezet majd Gjabb eredményekhez a hataralakzat
témakorében, mint az eredeti.
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