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Egyéni kutatomunka 1 beszamolé

Az Egyéni kutatémunka 1 nevii kurzus keretében néhany perkolaciéelméletben el6forduld
kérdést vizsgaltam, melyet a kovetkezo félévben is folytatni szandékozok.

A beszamolo leadasi hataridejének hetén megtaldltam a leginkabb vizsgélt kérdésre a valaszt
az egyik cikkben. Ettol fiiggetleniil a dokumentum jelentds része e felismerés figyelem kiviil
hagyasaval késziilt.

Budapest, 2021. december

Szemerédi Levente

1. Bevezetés

Hagyomanyosan a perkolaciéelméletben specidlis véletlen terekben eloforduld nagy 6sszefiiggo
komponenseket vizsgalnak. FEzekben kozos elem, hogy a keresett struktira el6fordulasi
valdszintisége a véletlen tér definidlé paramétereinek fiiggvényében egy éles fazis-atmeneten
esik at. Viszont azt, hogy mely paraméterértéknél torténik ez az atmenet, gyakran nem
ismert pontosan: mar abban az egyszertinek tiiné esetben sem, amikor a d-dimenzids koc-
kardcsot vizsgaljuk. Egy ilyen jellegli kritikus érték korili viselkedés megértéséhez, illetve
meghatarozasahoz fogtam neki. A tovabbiakban részletezem a problémafelvetést, vazolom,
milyen iranyokban indultam el, illetve néhény eredményt is kozlok.

Kutatdsom Ducan, Kahle és Schweinhart [1] irdsabdl indult ki, specidlisan annak a 2020.
decemberi verzigjabdl - azéta mar frissitették. A cikkiikben definidltak a plakett perkolaciét a
toruszon, ami kiilonbozo6 variaciéi kozti egyenlétlenségeket, valamint dualitast bizonyitottak,
amibol sikeresen kiszamitottak a kozépso dimenzidhoz tartozé kritikus valdszintiség értékét.
Az viszont nyitva maradt, hogy mit lehet mondani a tobbi dimenziéhoz tartozé kritikus
valészintiségrol. Az irdny, aminél nekiindultam a kérdésnek annak megértése, hogy hogyan
viselkedik a tér egy ilyen kritikus valdszintiség kis kornyezetében: ha ezt jol megértjiik, hatha
konnyebb meghatarozni, hogy ez a viselkedés hol torténik, mintsem egybol a keresett értéket.

Elindulédsnak annak megvizsgalasat valasztottam, hogy mi torténik, ha a 'nagy tér’ dimen-
zidja 3, és az 1-dimenzidhoz tartozé kritikus értéket keressiik. A félév soran végig ennél a
kérdésnél maradtam.

Tehat a tovabbiakban a kovetkezo perkolacios modellrol lesz szo:

1.1. Definicié. Adott p € [0, 1] és N pozitiv egész szam esetén legyen S, v az az 1 dimenziés
CW-komplexus, mely O-celldi a Z3/(NZ)3 pontok, az 1-cellak pedig a 'téruszracs’ 1-celldi,
de mindegyiket (egyméstol fligetleniil) p valdsziniiséggel szerepeltetiink, 1 — p-vel nem.
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1.2. Megjegyzés. Tehdt az el6bb definidlt S, y egy 3N? darab i.i.d. indikdtor eloszlds szor-

zatan értelmezett CW-komplexus értékii valoszintiségi valtozé - ezt nem fogom a tovabbiakban
ennyire kihangsulyozni, de amikor a kés6bbiekben azt from, hogy S, n, akkor nem egy

konkrét térre kell gondolni.

Az elébb definidlt S, y standard médon bedgyazhaté a 3-téruszba: a Z*/(NZ)* — R3/(NZ)?
bedgyazdson megszoritdsaként. Ez a ¢ : S — T3 indukdl egy ¢, : Hy(S) — Hy(T?) leképezést
az 1-homolégidkon. Ezzel kapcsolatban tobb kérdés is felmeriilhet, ezek koziil a kovetkezoket
fogjuk vizsgalni:

* ¢, #07
e ¢, képében benne van valamelyik standard generdtor?
e ¢, képében van-e (kettd vagy) harom fiiggetlen elem?

o ¢, sziirjektiv?

Ezekhez a kérdések megfeleltethetok eseményeknek, igy értelmes a valaszt ezek valoszintiségeként
megadni. Ezeket az eseményeket rendre Ky, Ko, K3, K -ként fogom nevezni. Az deril ki,
hogy ezekhez tartozik valamiféle dtmenet, ami remélhetoleg éles, azaz valamely érték alatt
N-nel végtelenbe tartva az esemény elofordulasi valdszintisége 0-hoz tart, felette viszont 1-
hez.

Ahogy a bevezet6 fejezetbdl is latszik, tobb valésziniiségi mezovel is fogunk szdmolni, de a
kovethetoség kedvéért a szamolasokndl csak azokat az indexeket fogom kiirni, mely az adott
gondolatmenet soréan véltozik.

2. Kritikus valészintiségek

A tovébbiakhoz sziikséges, hogy a[l.1] Definiciéban megadott S, x teret egy masik megkozelitésben
is lassuk.

2.1. Definicié. Legyen adott p € [0,1] és N pozitiv egész szam. Vegyiik az N x N x N-
es 3-téruszracsot - azaz melynek csicsai Z?/(NZ)3-nek felelnek meg, majd a rdcs minden
élére fiiggetlentil irjunk ré egy a [0, 1] intervallumbdl egyenletes eloszlassal valasztott szamot.
Ezt a felcimkézett téruszracsot Ti-nel fogom jeldlni. Ekkor S) y az a CW-komplexus, mely
0-cellai Ty csucsai, 1-cellai pedig Ty azon élei, melyekre legalabb p keriilt.

Vildgos, hogy S, v, illetve S} y ugyanakkora valészintiséggel vesznek fel adott értéket, vi-
szont értelmezési tartomanyuk masik valdszintiségi mezo. Mivel mindig csak az ezen terekbdl
visszaszamolt események valoszintiségeivel foglalkozunk, igy az allitasokat elég a kétféle mo-
dell egyikére igazolni - amelyikre éppen egyszertibb.
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A most kovetkez6 bizonyitdsokhoz sziikségiink lesz még a novo esemény fogalmara, illetve a
Harris-féle korrelaciés egyenlotlenségre.

2.2. Definicié. Legyen H S, v lehetséges értékeinek egy halmaza. Ekkor H noévd, ha va-
lahdnyszor X és Y S, v lehetséges értéke és X € H, valamint X C Y, akkor Y € H. Ebben
az esetben azt az eseményt, ami a térképzésnél H Ose, novd eseménynek hivjuk.

A definiciébdl vilagos, hogy a vizsgalt kérdésekhez tartozo K, Ko, K3, K4 események mind-
egyike novo, ugyanis djabb élek megjelése nem csokkenti ¢, képét.

2.3. Tétel (Harris-egyenl6tlenség [2]). Legyenek Ay, ..., Ax novd események. Ekkor

Mostmar nekikezdhetiink a kritikus valészintiségek vizsgalatanak. Eloszor nézziik meg, hogy
kis valoszintiség-paraméter esetén a vizsgalt események kis valdszintiséggel kovetkeznek be,
nagy érték esetén pedig naggyal. Specidlisan igaz a kovetkezo

2.4. Allitas. Legyen N régzitett pozitiv egész, A a Ky, Ko, K3, K4 események valamelyike,
valamint 0 < p < g < 1. Ekkor
Pp(A) < Py(A).

Bizonyitas. Minden rogzitett Ty felcimkézett toruszracs esetén igaz, hogy a beldle szarmaztatott
CW-komplexus a p értéknél rész CW-komplexusa a q értéknél kapott CW-komplexusnak. Ez
a tartalmazasi irdny a ¢, altali képekre is fenndll, amibdl adédik az allitas. n

Tehat mostmar tudjuk, hogy a K, ..., Ky események Sy y-ben 0, S7 y-ben 1 valészintiséggel
kovetkeznek, kozben pedig az els6 paraméterértéket novelve a vizsgdalt események bekovet-
kezési valoszintisége is no. Ez alapjan értelmes a kovetkezo

2.5. Definicié. Legyen A valamely ¢,-bdl kiolvashaté esemény, melyre a [2.4] allitas teljesiil.
Ekkor A also kritikus valdszinisége:

A .
= lim P,,x(4) =0}
pe sup{p|NgI;O pn(A) =07,
hasonléan a felso kritikus valdszinisége:

pt =inf{p| lim P,x(4) =1}

A vizsgalat ezen alsé, illetve felsé kritikus valdszintliségek kozti kapcsolatok felderitésére
iranyult. A legelsé megfigyelések az események kozti logikai kapcsolatokdbl adédik:
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2.6. Allitas. Legyenek A és B ¢,-bol kiolvashatd események gy, hogy A C B. Ekkor

pE <pt

~B ~A
Pe < DPe-

]

Az elozo allitas a Ky, illetve Ky-hez tartozo kritikus valdszintiségekhez ad meg egyenlotlenségeket,
ugyanis K, C K; C Kj teljesiil ¢ = 1,...,4 esetén.

A vizsgélt modellekben H;(T?) hdrom standard generdtora szimmetrikus, uigyhogy ha a
modell paramétere meghaladja pX2-at, azaz egy valdsziniiséggel van egy generdtor, akkor
a tobbi is megjelenik egy valészintiséggel, {gy Ks és K is teljesiil. Azaz pfs < pi2 és

pie < pE2 Bzt Gsszevetve az el6z6 allitds kovetkezményével kapjuk, hogy pE2z = p&a.

3. Szimulaciés eredmények

Az el6z6 részben bemutattam, hogy milyen egyenlétlenségek vannak az egyes vizsgalt kritikus
valészintiségek kozt. Felmertil viszont az a kérdés is, hogy mik konkrétan ezek az értékek. A
remény az, hogy mind meg fognak egyezni.

Ehhez els6 1épésként készitettem egy szamitégépes szimuldciot, hogy megsejtsem, mennyi
lehet a keresett kritikus valdszinliség. A program generalt egy felcimkézett téruszracsot,
amin logaritmikus kereséssel kozelitette a kritikus értéket. N = 60-nél, a [0.2,0.3] interval-
lumban 10 iteraci6 utan kapott adatsor (144 adatbdl) a Kolmogorov-Szmirnov préba szerint
nem kiilonbozik jelentésen egy normaélis eloszlasbdl szarmazétdl (D = 0.04307, p = 0.9415)
0.25008-as varhaté értékkel. Tobbféle paraméterezés esetén is hasonld eredményt kaptam,
igy a sejtésem az, hogy a kritikus érték nagyjabdl 1/4.

Mivel az 1/4 egy meglehetésen szép érték lenne egy kritikus valészintiségre, igy futtattam
szimuldciét nagyobb (4-dimenzids) téruszracson is. A dimenzié noévelésével a szamitasok
méar meglehetésen lassan mentek, de azt kaptam, hogy (ugyanerre a kérdésre) itt a kritikus
valdszintiség valahol a [0.161,0.163] intervallumban lesz, ami azt sugallja, hogy ha van olyan
Laurent-sor, ami el6allitja a dimenziébdl ezt az értéket, az nem 1/(2d), 1/(d+1) vagy valami
hasonlé egyszertiségli sor lesz. Ettol fiiggetleniil abba az iranyba fordultam, hogy mi torténik
1/4 kdérnyékén - késébb kideriil, hogy a valédi érték kicsit kisebb. A szimuldciékbdl az is
kideriilt (minden futtatdsnal igy alakult), hogy amikor a homoldégidkon indukalt leképezés
nem trivialis, akkor mar a standard generatorok is megjelentek.
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4. Tovabbi gondolkozas iranyai

A szimulaciok elemzése utdan elkezdem elméleti szempontbdl vizsgalni a kérdést - azt szem
el6tt tartva, hogy valahogyan az 1/4-et kellene behozni. T6bb mddon is nekifutottam
a kérdésnek, lényegében mind a téruszracs valamilyen feldaraboldsan alapult: vékonyabb
savokra osztani a toéruszt, valahogy felkockézni, egyre nagyobb kockakbdl 1étrehozni. Ezek
egyikével sem tudtam eredményre jutni.

Az egy hasznosnak tling észrevétel volt, hogy annak a kritikus valészintiségével, hogy egy
rogzitett kis teriiletii részen megy at hurok, lehet becslés adni a vizsgalt kritikus valoszintiségekre.

Szintén fontos tétel a Menshikov-egyenlétlenség:

4.1. Tétel (Menshikov-egyenlétlenség|2]). Z9-n végezziink bond perkoldcidt. Legyen ennek
a kritikus valdszinidsége p.. Ekkor ha p < p., akkor valamely k > 0-ra annak az esélye, hogy
az origd dssze van kotve [—M, M]¢ peremével, legfeljebb e~ .

Ami tétel felfedezését mar emlitettem a bevezet6ben, [2] 6. fejezetében van, és azt mutatjak
meg, hogy pXt < p. < p&4. ahol p. a Z3 bond perkolacidjanak kritikus valészintisége (ami
valahol 0, 2485 és 0, 2490 kozt van [3] szerint).

5. Folytatasi tervek

Folytatasként jelenleg két irdnyt latok: egyrészt a fentiekben leirt kritikus valdszinaségek
kozti tovabbi kapcsolatok felkutatasa, masrészt a magasabb homoldgidkon indukalt leképezések
vizsgalatat (immdar nem harom dimenziéban).
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