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BEVEZETES

Nagyvonaltian azt is mondhatnénk, hogy a kutatasunk kiindulé kérdése az univer-
zalis algebra egy nyilt problaméja volt, nevezetesen: igaz-e, hogy minden véges halo
izomorf egy véges algebra kongruenciahalojaval? Val6jaban Palfy és Pudlak 1980-ban
méar megmutattak ([3]), hogy ez a kérdés ekvivalens ennek csoportelméleti megfogalma-
zaséaval:

Keérdés. Igaz-e, hogy minden véges héld izomorf egy véges csoport részcsoporthaloja-
nak intervallumaval?

Vagyis a két kérdés ugyanakkor igaz, illetve hamis. Ez a probléma bar sokak érdekls-
dését felkeltette, azota is megoldatlan. 1999-ben azonban Borner ([I]) ismét egy fokkal
megkozelithetGbbé tette, ugyanis az altalanos csoportelméleti kérdést visszavezette két
specialis csoport esetére. Ehhez azonban el6bb érdemes ezeket definialnunk.

Definicié. Egy G csoportot majdnem egyszerinek neveziink, ha létezik olyan T < G
egyszerd részesoportja, hogy Co(T) = 1.

Mas szoval olyan T' < G egyszer( részcsoport, hogy G < Aut(G).

A masik — az elkovetkezs tétel szempontjabol — "érdekes" csoport a csavart koszort-
szorzat, amely definicioja bar nehezen emészthets, a kutatas soran azonban szerencsére
elég volt egy a gyakorlatban lényegesen konnyebben atérthets formaban tekinteni ezen
csoportokra, amelyet majd késébb bemutatunk.

A csavart koszoruszorzat definidlasahoz sziikségiink van két véges csoportra, D-re
(domain) és T-re (target), illetve egy ¢ : Dy < D — Aut(7T") homomorfizmusra. Osszuk
fel D-t Dg szerinti jobboldali mellékosztalyok diszjunkt unidjara: D = Dyx,U. ..UDgz,,,
illetve legyen

Sdp(Dy, ) ={f : D = T | f(ax;) = ¢u(t;), a € Dy, t; €T(i=1,...m)}

Ez ellenérizhetéen egy szubdirekt szorzat TP = T x ... x T-ben (ahol T-t |D|-szer
szorozzuk énmagéval), vagyis Sdp(Dy, ¢) TP barmely komponensére valo vetitése sziir-

jektiv. S6t az is igaz, hogy ez a szubdirekt szorzat D-invarians, ha D a természetes
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eltolassal hat TP-n, vagyis f € TP-re (mint f : T — D fiiggvényre) fé(z) = f(xd™?),
ahol z,d € D.

Definicié. T' és D csoportok Dy < D-ra és ¢ : Dy — Aut(T)-re vonatkozé csavart
koszoriszorzatdnak mondjuk a

Twr(D, T, Dy, ) = Sdp(Dy, ¢) x D

szemidirekt szorzatot.

A tovabbiakban az Int(H, G) jelolést hasznaljuk G részesoporthalojanak H < G f6lé
es6 részhélojara, vagyis a H és G kozotti intervallumra.
Ezek utan mar megfogalmazhatd Borner tétele:

Tétel. Minden véges hdlo izomorf eqy véges csoport részcsoporthdlojanak intervallumd-
val akkor és csak akkor, ha a kovetkezdk egyike igaz:

(a) Minden véges (eqynél tobb elemet tartalmazd) hadld izomorf eqgy majdnem egysze-
ri G csoport Int(H, G) intervallumdval, ahol H < G magtalan (azaz\J,cq 9 ' Hg =
1) részcsoport.

(b) Minden véges (egynél tobb elemet tartalmazd) hdld izomorf eqy G = Twr(T, D, Dg, ¢)
csavart koszoriuszorzat Int(D, G) intervallumdval, ahol T nemkommutativ véges
eqyszerd csoport, D wvéges csoport, Dy < D részcsoport és ¢ : Dy — Aut(T)-re
igaz, hogy w(Dgy) = Inn(T).

Az altaldnos kérdésre a matematikai kdzvélemény negativ valaszt var, és mint szé-
mos véges csoportelméleti probléma esetén, gy itt is kivanatos lenne, ha a majdnem
egyszeri csoportokra tudnank visszavezetni, immaéar a tétel segitségével. Szerencsére a
hélok felsl tekintve egyszertibben is meg tudjuk ragadni a csavart koszoruszorzatokat,
ugyanis igaz a kovetkezd

Allitas. Legyen T eqy nemkommutativ véges egyszerd csoport, tovdibbd Dy < D, ¢ -
Dy — Aut(T'), hogy ¢(Do) = Inn(T). Ekkor Sdp(Dy, p) D-invaridns részcsoportjainak
hdloja zomorf ¢ 0sszes D-beli Dy-t tartalmazo részcsoportra valo kiterjesztésének dudlis
haldjdval eqy kiegészitd legfelsd elem hozzdvételével (ez felel meg az eredeti hdloban a
trividlis részcsoportnak).

KUTATASI BESZAMOLO

A kutatas soréan a csavart koszoriuszorzat segitségével igyekeztiink minél elGremu-
tatobb részcsoporthalokat konstrualni, figyelembe véve a legkisebb (elemszami) olyan
példakat is halokra, amelyekhez ma még nem ismert hozzajuk tartozo részcsoporthald-
intervallum. (W. DeMeo két hételemii kivétellel minden legfeljebb hételemt halora
talalt ilyen reprezentaciot.) A keresést meghatarozé maéasik irany a példak konstrua-
lasa soran a szimmetrikus csoportok direkt szorzatainak vizsgélata volt. A kiindulé-
si alapként szolgalo Palfy cikkben ([2]) ugyanis egy kétkomponensi szorzat adta az
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egyik "érdekes" részcsoporthalot (1d. Example 2.7). Elsgként megvizsgaltuk, hogy
mi torténik, ha a konstrukcié egyszeri altalanositdsaként tébb komponens szorzatat
vessziik, azonban az igy keletkezé halok tilsagosan szimmetrikusak voltak ahhoz, hogy
a még kivételes halokra megfelels intervallumot szolgaltassanak. Igy olyan konstruk-
ciokra tértiink at, ahol az ilyen tipusu direkt szorzatokat szemidirekten beszorozzuk
egy masik csoporttal, mely valamilyen moédon "cserélgeti" a komponenseket. Rovid
vizsgalodas utan rajottiink, hogy ha a direkt szorzat minden komponensén hatunk (te-
hat mindahany koordinatat cserélgetjiik), akkor bar a keletkezd halok elemszama nd,
a kikiiszobolendd szimmetridi megmaradnak, ezért a szemidirekt hatéast csak bizonyos
koordinatakra szoritottuk meg.

Az ilyen tipusu konstrukci6 méar a legkisebb értelmes (.S, X S,, X S,,) X Zs esetben is
oriasi részcesoporthalot ad. Ezt a kutatés soran meghataroztuk, de itt helysziike miatt az
(Sn X Sp X Ay) X Zy esetet prezentaljuk, ami mar joval attekinthetébb halot szarmaztat.

Formaélisan tehat az aldbbi kérdéssel foglalkozunk. Tekintsik a G = (S, x S, X
A,) X Zy csoportot, ahol Zs generatoreleme (g) az els6 két koordinata cseréjével hat
az S, X S, x A, csoporton. Ebben a szorzatban tekintsiikk az (a,a,a,1) (a € A,)
alakt elemekbdl allo "diagonalis" Dy részcsoportot. Képezziik a természetesen adddo
¢ : Dy — S,, homomorfizmust, melyet az (a,a,a,1) — a leképezési szabaly ad meg.
Kérdésiink tehat, hogy ¢ kiterjesztései G részcsoportjaira milyen halot szolgaltatnak.

Ehhez el6szor azt hatarozzuk meg, hogy G részcsoporthalojanak a Dy feletti (azt
tartalmazo részesoportokbol all6) intervalluma hogyan néz ki.

Ebben az aladbbi &altalanos csoportelméleti megfontolés segit: elGszor tekintsiik az
N = A, x A, x A, x {1} részcsoportot. Lathato, hogy ez G-nek norméalosztoja. Ekkor
barmely H < G részcsoportra:

HNN < H < Ng(HNN)

Az els6 tartalmazas magétol értet6ds, a masodiknal is vildgos, hogy H normalizalja
onmagat, és persze N-et is (hiszen azt az egész G normalizalja), igy ezek metszetét is.

Ezt a megfigyelést tgy fogjuk felhasznélni, hogy meghatarozzuk, milyen részcsopor-
tok fordulhatnak el6 H N N alakban, és mik a normalizatoraik. FEzek utdn mar csak azt
kell attekinteniink, hogy milyen részcsoportok vannak az N N H részcsoportok és azok
normalizatorai kozti intervallumokban — hiszen a fentiek szerint G' 0sszes részcsoportja
elgall ilyen modon.

Itt a H NN szerepét nyilvan az N = A, x A, x A,, részcsoportjai télthetik be. Azon-
ban vegylik észre, hogy mivel az A,, diagonalisat tartalmazé részcsoportokat vizsgalunk,
azért minden koordinatara valo vetités sziirjektiv, tehat egy szubdirekt szorzattal van
dolgunk. Ezeket a fentiekben meghataroztuk: tudjuk hogy lényegében izomorfak (A, )™
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alako csoportokkal, mégpedig gy, hogy minden koordinatahoz megadunk egy automor-
fizmust (A,,)"™ valamelyik komponensérsl.

Vegyiik szamba, hogy m mi lehet. Ha m = 1, akkor ez lényegében azt jelenti,
hogy a masodik két komponens egy-egy automorfizmus szerint fiigg az els6tsl: tehéat az
(a,v¥(a), x(a)) alaka elemek alkotjak. Azonban mivel csoportunknak tartalmaznia kell
a diagonalist, azért ¢, x egyarant identikus kell hogy legyen. Ebben az esetben tehéat
maga a diag A, = {(a,a,a)} diagonéalis lehet csak a részcsoportunk.

Ha m = 3, akkor A, x A,, X A,-ben egy A, x A,, X A,-nel izomorf részcsoporttal van
dolgunk, ami nyilvan csak a teljes csoport lehet.

Maradt az m = 2 eset vizsgalata. Ebben az esetben van két fiiggetlen komponensiink
a harombol, és a harmadik egy automorfizmussal fligg a méasik kettd valamelyikétdl.
Am az el6z6ekben meggondoltakkal analog modon ez az automorfizmus csakis identikus
lehet, mert kiilénben a részcsoport nem tartalmazné a diagonalist.

Azt kapjuk tehat, hogy az A, x A,, x A,, csoportnak a diag A,-et tartalmazo részcsport-
jai éppen az alabbiak. Egyfeldl, ilyen maga a diag A,, részcsoport (ez az m = 1 eset). Az
m = 2 esetben a kapott karakterizaciot az {(a,a,b) : a,b € A,} {(a,b,a) :a,b € A,},
{(a,b,b) : a,b € A,} részcsoportok elégitik ki. Végiil m = 3 esetén megkapjuk a
A, x A, x A, csoportot.

Ezzel befejeztiik annak meghatarozasat, hogy milyen részcsoportok valaszthatok H N
N szerepére. Most az ilyen alaku részcsoportok normalizatorait kell meghataroznunk —
immar a teljes G = (S, X S, X A,,) X Z5 csoportban dolgozva.

Az A, x A, x A, x {1} részcsoport normaloszto, tehat normalizatora az egész csoport.

Vizsgaljuk most az {(a,a,b,1) : a,b € A,} részcsoportot. Konnyen ellendrizhetd,
hogy ezt az {(s,s,¢,2) : s € Sy, ¢ € A,z € Zy} alaka elemek normalizaljak. Bovebb
részesoport azonban nem normalizélhatja, hiszen ha a részcsoportban van (s,p,c, z)
alaki elem ahol s # p, akkor kereshetiink olyan a € A, elemet, amelyet s és p més
elembe konjugél (ilyen a nyilvan létezik), és ekkor trividlis szamolds mutatja, hogy
(s, p, ¢, z) nem normalizélja az (a,a,b, 1) elemet tetszéleges b-re.

Most tekintsiik az {(a,b,a,1) : a,b € A,} részcsoportot. Allitjuk, hogy ennek nor-
malizatora az {(a,p,a,1) : a € A,,p € S, } részcsoport, Vilagos, hogy ez valéban nor-
malizalja azt. Bizonyitandé még, hogy bdévebb csoport viszont nem normalizalhatja.
Ehhez szamoljuk ki egy altalanos (s, p, ¢, z) elemmel valé konjugélasat egy részcsoport-
elemnek. Ez z = 1 esetén egyszeriien a koordinatankénti konjugalds. Vilagos, hogy
egy z = 1-s normalizatorelemben az els6 és a harmadik koordindta megegyezik, hiszen
méasképpen talalhatnank olyan a € A, elemet, amelyet més elembe konjugélnak, és
ez demonstralna, hogy (s, p, ¢, z) nem normalizalja a tekintett részcsoportot. A z = g
esetben egyszeri szamolas mutatja, hogy a konjugalt egy altalanos (s,p,c, z) elemmel
(s7tbs,p~tap, ¢ tac, 1) lesz. Nyilvanvalo, hogy a, b itt is megvélaszhat6 olymodon, hogy
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az elsd és masodik koordinata ne egyezzen az eredetiekkel, vagyis az ilyen elemek sem
lehetnek a normalizatorban. Tehét valoban az {(a,p,a,1) :a € A,,p € S, } részcsoport
lesz itt a normalizator.

Ugyanez a gondolatmenet atiiltethets az {(a,b,b,1) : a,b € A,,} részcsoport esetére
is, ahol kapjuk, hogy az {(s,0,0,1) : s € S,,,b € A, } lesz a normalizator.

Végiil az {(a,a,a,1) : a € A,} diagonélis részcsoport normalizatorat keressiik meg.
Allitjuk, ez a diag A, x Zy részcsoport, vagyis az (a,a,a,z) alaki elemek halmaza.
Ezek valoban normalizéaljak a diagonalist. Ha adott egy (p, q, ¢, z) elem, ahol p = g = ¢
nem all fenn, akkor van olyan a € A,,, melyet kiilonb6z6 elemekbe konjugélnak, ekkor
(a,a,a, 1) konjugaltja nem lesz a diagonalisban, vagyis az ilyen (p, q, ¢, z)-k nincsenek a
normalizatorban. Persze p = ¢ = ¢ csakis az A,-bol keriilhet ki, mert ¢ eleme A,-nek.
Ezért a normalizator valoban diag A, X Zs.

Meghataroztuk tehat a H N N alaka részcsoportok normalizétorait is. Most at kell
tekinteniink, hogy hogyan néznek ki az egyes részcsoportok és normalizatoraik kozé es6
részcsoporthalé-intervallumok.

Az{(a,b,b,1):a,b e A,} és{(s,b,b,1): b€ A,,s € S,} par, illetve az {(a,b,a,1),,b €
An} s {(a,p,a,1) :a € A,,p € S,} parok esetén konnyii dolgunk van. Itt ugyanis a
két kisebb részcsoport indexe a tekintett normalizatorokban 2, azaz nem lehet valodi
koztes részcsoport.

A masik két intervallum leirdsa kevésbé trividlis, azonban egyszert csoportelméle-
ti meggondolasokkal ez is megkdnnyithets. Kozismert csoportelméleti tény, hogy ha
adott egy G csoport, és annak egy N normélosztoja, akkor a G/N faktor részcsoport-
jai, illetve a G-beli, N-et tartalmazo részcsoportok bijektiven megfelelnek egymaéasnak.
Ezen észrevételt kihasznalva pontosan tudjuk hogy hany darab részcsoportot varunk
az intervallumban, és milyen tartalmazéasstruktaraval, ami lényegesen megkonnyiti a
dolgunkat.

Tekintsiik at elssként az {(a,a,b,1) : a,b € A,} részcsoport és annak {(s,s,b,z) :
s € Sp,b € A, } normalizatora kozotti intervallumot. A két csoport faktorcsoportja jol
lathatéan Zy x Zs, ezért 3 részcsoportot varunk. Ezek konnyedén megtaldlhatok: az
egyik {(s,s,b,1) : s € S,,b € A, }, a masodik {a,a,b,z:a € A,,b € A,} a harmadikat
pedig olyan (s, s, b, z) elemek alkotjak, ahol z = 1, ha s paros permutécié és z = g, ha
paratlan.

Most hatarozzuk meg az A, x A, X A, részcsoport és normalizatora, azaz a teljes
(Sp xSy x Ay) X Zsy csoport kézotti intervallumot. A faktorcsoport itt a Dy diédercsoport
lesz - a koordinatankénti Zy faktorokrol ellenérizhets, hogy ezt generaljak. Tehat 8
koztes valodi részesoportot kell talalnunk (ennyi nemtrivialis részesoporttal rendelkezik
D,). Ezek rendezésstrukturajat is ismerjik. A koztes részcsoportok az alabbiak lesznek.
Elsgként {(s,b,c,1) : s € S,,b € A,,c € A,, masodikként {(a,p,c,1) : a € A,,p €
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Sp,c € A,, harmadikként az olyan (s,p,c,1) : s € S,,p € Sy, c € A, alaku elemek
halmaza, ahol s, p-rél kikotjiik, hogy azonos paritdsi permutéiciok. Negyedik az olyan
(s,p,c,2) 8 € Sp,p € Sp,c € A,z € Zy elemek halmaza, ahol egyfeldl kikotjiik,
hogy s, p legyenek azonos paritastu permutéciok, masfel6l ha s, p paros, akkor z = 1,
és ha paratlanok, akkor pedig z = g. Otodik az {(a,b,c,2) : a € A,,b € A, c €
An,z € Zy} csoport. Hatodik az {(s,p,c,1):s € S,,p € S,,c € A,}. Hetedik az olyan
(s,p,¢,2) : 8 € Spyp € Sy, € Ay, 2z € Zy elemek altal alkotott részesoport, ahol z = 1,
ha sp paros permutéaci6 és z = g, ha paratlan. Végiil a nyolcadik részcsoport az olyan
(s,p,¢,2): 8 € Sp,p € Sp,c € Ay, z € Zy elemekbdl all, ahol s, p azonos paritasi.

Megtalaltunk tehat nyolc darab részcsoportot, a fentebbi meggondolasok szerint tobb
nem lehet. Ellenérizhetd az is, hogy a részcsoportok valoban a D4 halojanak megfelelGen
tartalmazzak egymast.

A felsorolt részcsoportok az alabbi hélé szerint tartalmazzak egymast. Az 1. abran
szerepld jelolések a szamolasok soran alkalmazott konvencidk szerint értelmezendGek.
Tehat a, b, c mindig A,-beli elemeket jelolnek, s, p, q pedig S,-belieket. A z jeloli a Z,
elemét (precizebben, hogy az a komponens nem trivialis a csoport minden elemében),
ha ez vesszdvel elvalasztva van a mas elemek utan feltiintetve, akkor azoktol fligget-
leniil megvéalaszthato, mig ha hatvanykitevébe van irva, akkor az els6 két koordinata
paritasatol fiigg a targyalt modon (az abra fontrsl masodik sordban szerepld esetben
a paritasszorzattol, minden méas esetben az elsé két koordinata kozos paritasatol). Az
alahtizas azt jeloli, hogy az els6 két komponens paritasanak meg kell egyezni a tekintett
részcsoportban.
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1. dbra. Az Int[Dy, G| részcsoporthélo-intervallum
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A részcsoporthalé meghatarozasa utan attérhetiink annak vizsgalatara, hogy a ki-
indulaskor vett ¢ homomorfizmus (vetités) mely részcsoportokra terjed ki és milyen
modon. Ez nem nehéz feladat a részcsoporthald ismeretében. Egy kiterjesztésnek az
(s, p, ¢, z) elemhez sziikkségképpen s, p, ¢ valamelyikét kell rendelnie, kiiléonben nem lenne
a ¢ kiterjesztése. Tekintsiik az (s,1,1,2), (1,p,1,2) és (1,1,¢, z) alaka elemek képeit.
Allitjuk, legfeljebb egy kivétellel az ilyenek mind a kiterjesztés magjaban vannak. Va-
l6ban, tegyiik fel, hogy két kiillonb6z6 osztalyban is van magon kiviili elem, példaul az
(s,1,1,21), (1,p, 1, 29) osztalyokban. Vilagos, hogy ehhez a két elemhez rendre s-et, és
p-t kell rendelni (ha nem 1-et), hiszen ugy lesz a diagonalison vett vetités kiterjesztése.
Am ekkor szorzatukhoz, amely a z, értékétél fiiggéen (s,p, 1, 2122) vagy (p, s, 1, z12)
alakt, az sp szorzatot kell rendelniink, ami ellentmond annak, hogy a diagonalisrél vett
vetitést kiterjeszti a homomorfizmusunk.

Roviden tehat, a homomorfizmus csakis egy vetités lehet az els6 harom koordinata
valamelyikére. Am azt is vegyiik észre, hogy amennyiben a részcsoport vetiilete az utol-
sO koordinatara nemtrivialis, akkor nem vetithetiink az elsé két koordinatara, kivéve
ha azok mindig egyenltk a tekintett részcsoportban. Valoban, ha az els6 két koordi-
nataban allhatnak kiillonb6z6 elemek, és emellett a csoport tartalmaz olyan elemeket,
melyek permutéljék e két koordinatatat, akkor az elsé két koordinatéara valo vetités nem
lesz homomorfizmus.

Az nyilvanvald, hogy minden més esetben a vetitések valoban homomorfizmust adnak.

2. dbra. A Kkiterjesztések haloja
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Az itt targyaltak ismeretében mar kénnyen meghatarozhaté a kiterjesztések altal
alkotott halo. Ez lathatd a mellékelt 2. abréan. A jelolések hasonlok a részesoporthalo-
nal hasznalatkhoz, minddssze annyi valtozott, hogy alahuzas helyett 6sszekapcsolassal
jeloltiik, ha az els§ két koordinatarol kikotjik, hogy egyezé paritasiak legyenek. A
megfelel6 koordinata bekarikazasaval jeloltiik, hogy melyikre vald vetitést tekintjiik,
ez persze tobb koordinata is lehet, ha az adott koordinatatdk értéke mindig azonos a
részcsoportban.
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