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1 Alapok

Definicié 1 Egy algebrai bovitése k-nak L, Galois bovités, ha L azon ele-
mei amik az Aut(L|k) hatdsra fizen maradnak pontosan k. Ebben az esetben
Aut(Llk) csoportot Gal(L|k)-val jeléljik, és az L k folotti Galois csoportjanak
nevezzik.

Lemma 1 Legyen k eqy test, ks eqy szepardbilis lezdrds és L < kg eqy résztest
ami tartalmazzik. A kovetkezok ekkor ekvivalensek:

1. Az L|k bévités Galois.

2. Minden I € L elem k feletti minimdalpolinomja tényezokre bomlik L-ben.

3. Minden automirfizmusra o € Gal(ks|k) igaz lesz, hogy o(L) < L

Tétel 1 Galois elmélet fotétele

Legyen L|k egy véges Galois bévités G Galois csoporttal. Ekkor:

M — H := Aut(L|M) és H — M := L*

eqy tartalmazast fordito bijekcio az L > M > k és H < G részcsoport. Az
L| M bévités mindig Galois. Az M|k bévités akkor és csak akkor Galois, ha H
normdlosztdja G-nek, ebben az esetben Gal(M|k) = G/H

2 Galois fedések

Definicié 2 Legyen G egy csoport ami folytonosan hat balrol az Y topologikus
teren. FEzt a hatdsat egyenletesnek nevezzik ha Yy € Y wvan olyan U nyilt
kornyezete, hogy Vg € G a gU nyilt halmazok paronként diszjunktak.

Definicié 3 Legyen p: Y — X egy fedés, ezek automorfizmusai Y mint
eqy tér X felett automorfizmusai, vagyis azon topologikus automorfizmusok
amik kompatibilisek p projekcioval. Ezek eqy csoportot alkotnak a kompoziciora

nézve: Aut(YX).



Megjegyzés 1 Mindenx € X, Aut(Y|X) ap(z)~! fibrumot 6nmagdra képezi,
igy p(x)~t el van ldtva Aut(Y|X) hatdssal.

Allitas 1 Legyen p: Y — X eqy fedés, Z eqy dsszefiiggo topologikus tér, f,g:
Z —Y két folytonos leképezés amik kielégitik po f = po g azonossagot. Ha
3z € Z amire f(z) = g(z), akkor f = g.

Lemma 2 Az automorfizmusa ® eqy 0sszefiiggd fedésnek p:Y — X fixponttal
az identitas lesz.

Bizonyitas:

Alkalmazzuk az elézd dllitist Z =Y, f = 1d és g = ®-re.

Definicié 4 Egy fedés pY — X Galois-nak hivunk ha Y dsszefiiggd és p eqy
homomorfizmus: )
Y - Aut(Y|X)\Y & X

Allitas 2 Az osszefiggd fedés p:Y — X Galois akkor és csak akkora, ha
Aut(Y|X) tranzitivan hat p minden fibrumdn.

Tétel 2 Legyenp : Y — X Galois fedés. G = Aut(Y|X) minden H részcsoportra
a p projekcio indukdl eqy Dy - H\Y — X leképezést, ami H\Y -t X fedésévé
alakitja.

Vagyis ha Z — X eqy 0sszefigqgd fedés, akkor f:'Y — Z eqy Galois fedés és

Z =~ H\Y a H=Aut(Y|Z), G részcsoportra. A H — H\Y,Z — Aut(Y|Z)
hozzarendelések megadnak eqy bijekciot G részcsoportjai és Y és X kozott lévd
koztes Z fedések kozott. A fedés q: Z — X Galois akkor és csak akkor ha H
egy normdloszté G-ben, ekkor Aut(Z|X) = G/H

3 Véges Etale algebrak mint nulla dimenzids
varietasok

Definicié 5 FEgy véges dimenzids k-algebra A-t, diagonalizalhatonak neveziink
ha izomorf valamely n-re k™-nel, étale-nak nevezik k felett,ha A ® L diago-
nalizdlhato valamely L testbovitésre.

Tétel 3 Galois elmélet fotétele - Grothendieck féle

Legyen k eqy test, ekkor a funktor ami a véges étale k-algebrdt A-t a véges

Homy (A, ky)-be képezi eqy anti-ekvivalencidt ad a véges étale k-algebrdk katergoridjabol
a folytonos bal Gal(k)-hatdssal rendelkezd véges halmazok kategdridjdba.



Bizonyitds: A = []L; A egy felbontisa és eqy ® € Homyp(Aks), ez a
leképezés indukadl egy inkliziot pontosan eqy L;-t képez bele ks-be. Valoban,
ha ®(L;) # 0 test lévén L; bedgyazodik ks-be mdsfeldl, a szozrat L; x L; nem
agyazodhat ks-be hisz nulloszto mentes.

Ezek alapjain Homy (A, ks) felbonthato diszjunkt Homy(L;, ks) unidra, ez egy-
ben a Gal(k)-pdlydkra valé felbontdsa.

Allitas 3 Legyen A eqy véges dimenzios kommutativ k-algebra. FEkkor a
kovetkezok ekvivalensek lesznek:

1. A Etale

2. A®y k izomorfk véges direkt dsszegével.

3. A®y k redukdlt, vagyis nincs a 0-n kivil nilpotens eleme.

Legyen L k egy Galois bévitése, G a bovités Galois csoportja. Egy étale
k-algebra A-t L hasitja ha A ® L izomorf L™ valamilyen n-re. Egy ilyen
k-algebréra, legyen F(A) = Homy_aigebra(A, L)

Tétel 4 A funktor A v~ F(A) egy kontravaridns ekvivalencia az L dltal
hasitott étale k-algebrdk kategoridajabol a véges G-halmazokba.

Az A v Spec(A) egy kontravarians ekvivalencia a k feletti étale algebrak
kategoriajabdl a nulla-dimenzids F feletti algebrai varietasok kategdridjaba.
Ha V = Spec(A), akkor:

Homp_agebra(A, L) = Homgpecry(Spec(L),V) = V(L)
Utolsé egyenloség definicié miatt teljestil.

Tétel 5 A funktor V ~~ V(L) egy ekvivalencia a nulla-dimenzids k feletti
algebrai varietdsok kategoriajabol a véges folytonos G-halmazok kategoridajaba.
Ebben a megfeleltetésben az 0sszefiggd varietdsok megfelelnek a tranzittiv
hatassal.

4 Severi-Brauer varietasok

Definicié 6 FEgy Severi-Brauer vareitas eqy k test folott eqy projektiv algebrai
varietas X eqy k test folott, ugy hogy a bovités Xx = X Qi K izomorf lesz
P}é’l-gyel valamilyen K|k testbévitésre. Ekkor azt mondjuk hogy X hasad K
felett.

Tétel 6 Legyen X egy Severi-Brauer n-1 dimenzios vareitds k felett. Ekkor
a kovetkezok ekvivalensek:

1. X izomorf a P projektiv térrel k felett.

2. X-nek van k-raciondlis pontja.



Kovetkezmény 1 Egy Severi-Brauer vareitds X mindig hasad k egqy véges
bovitése felett.

Kovetkezmény 2 FEgy Severi-Brauer vareitds X mindig hasad k egqy véges
Galois bovitése felett.



