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Alapok

Egy algebrai bévitése k-nak L, Galois bovités, ha L azon elemei amik az

Aut(L|k) hatdsra fixen maradnak pontosan k. Ebben az esetben Aut(L|k)
csoportot Gal(L|k)-val jeldljiik, és az L k folotti Galois csoportjanak

nevezzik.

Galois elmélet fotétele

Legyen L|k egy véges Galois bévités G Galois csoporttal. Ekkor:

M H:= Aut(L|M) és H — M = [H

egy tartalmazast forditd bijekcié az L D M D k és H C G részcsoport. Az
L|M bdvités mindig Galois. Az M|k bdvités akkor és csak akkor Galois, ha
H normélosztdja G-nek, ebben az esetben Gal(M|k) = G/H
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Galois fedések

Definicidé

Legyen p: Y — X egy fedés, ezek automorfizmusai Y mint egy tér X felett
automorfizmusai, vagyis azon topologikus automorfizmusok amik
kompatibilisek p projekciéval.Ezek egy csoportot alkotnak a kompozicidra
nézve: Aut(Y|X).

Megjegyzés
Minden x € X, Aut(Y|X) a p(x)~! fibrumot 6nmagara képezi, igy p(x)~*
el van latva Aut(Y|X) hatassal.
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Galois fedések

Tétel

Legyen p : Y — X Galois fedés. G = Aut(Y|X) minden H részcsoportra a
p projekcié indukal egy py : H\Y — X leképezést, ami H\ Y-t X fedésévé
alakitja.

Vagyis ha Z — X egy 0Osszefiiggd fedés, akkor f: Y — Z egy Galois fedés
és Z= H\Y a H = Aut(Y|Z), G részcsoportra. A

H— H\Y,Z — Aut(Y|Z) hozzérendelések megadnak egy bijekciét G
részcsoportjai és Y és X kozott 1évé koztes Z fedések kozott. A fedés

g : Z — X Galois akkor és csak akkor ha H egy normdloszté G-ben, ekkor
Aut(Z|X) = G/H
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Véges Etale algebrak mint nulla dimenzids varietasok

Definicié
Egy véges dimenzids k-algebra A-t, diagonalizdlhaténak neveziink ha
izomorf valamely n-re k"-nel, étale-nak neveziik k felett,ha A® L

diagonalizalhaté valamely L testbovitésre.
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Galois elmélet fotétele - Grothendieck féle

Legyen k egy test, ekkor a funktor ami a véges étale k-algebrat A-t a véges
Homy (A, ks)-be képezi egy anti-ekvivalenciat ad a véges étale k-algebrak
katergdridjabdl a folytonos bal Gal(k)-hatdssal rendelkezd véges halmazok
kategéridjaba.

Bizonyitas: A =[] L; A egy felbontdsa és egy ® € Homy (A, ks), ez a
leképezés indukal egy inkliziét pontosan egy L;-t képez bele ks-be.
Valéban, ha ®(L;) # 0 test lévén L; bedgyazddik ks-be masfeldl, a szozrat
L; x L; nem dgyazédhat ks-be hisz nulloszté mentes.

Ezek alapjan Homy(A, ks) felbonthaté diszjunkt Homy(L;, ks) dnidra, ez
egyben a Gal(k)-palyakra valé felbontésa.
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A funktor A ~~ F(A) egy kontravaridns ekvivalencia az L §ltal hasitott
étale k-algebrak kategoridjabdl a véges G-halmazokba.

Megjegyzés

| A\

Az A ~ Spec(A) egy kontravaridns ekvivalencia a k feletti étale algebrdk
kategoriajabdl a nulla-dimenzids F feletti algebrai varietdsok kategdridjaba.
Ha V = Spec(A), akkor:

HomF—algebra(Aa L) = HomSpec(F)(Spec(L)a V) = V(L)

Utolsé egyenloség definicié miatt teljesiil.

A\
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A funktor V ~~ V(L) egy ekvivalencia a nulla-dimenziés k feletti algebrai
varietdsok kategdridjabdl a véges folytonos G-halmazok kategédriajaba.
Ebben a megfeleltetésben az Osszefiiggd varietasok megfelelnek a tranzittiv
hatdsnak.
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Severi-Brauer varietdsok

Egy Severi-Brauer vareitas egy k test folott egy projektiv algebrai varietas
X egy k test folott, ugy hogy a bévités Xx = X ® K izomorf lesz
P,'}_l—gyel valamilyen K|k testb&vitésre. Ekkor azt mondjuk hogy X hasad

K felett. )

Tétel

Legyen X egy Severi-Brauer n-1 dimenzids vareitds k felett. Ekkor a
kovetkez6k ekvivalensek:

1. X izomorf a P! projektiv térrel k felett.

2. X-nek van k-racionalis pontja.
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Severi-Brauer varietdsok

Kovetkezmény

Egy Severi-Brauer vareitds X mindig hasad k egy véges bovitése felett.

Kovetkezmény

Egy Severi-Brauer vareitds X mindig hasad k egy véges Galois bévitése
felett.
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