Véges test {6lotti szeparald invariansok vizsgalata

Szerzd: Miklosi Roland Botond

Témavezetd: Domokos Matyas

Az egyéni kutatéomunka targy keretén beliill Gregor Kemper, Artem Lopatin és Fabi-
an Reimers szerz6k Separating Invariants Over Finite Fields (lasd az [1]-es cikket) cimii
cikkét dolgoztuk fel, és a benne megjelend - szeparald invaridnsokkal kapcsolatos - ered-
mények altaldnositasin kezdtiink el gondolkodni tetszGleges véges test folott. Mindezt

komputeralgebrai kisérletekkel konnyitettiik meg.

1. Bevezeto

Az algebrai invarianselmélet az absztrakt algebra lényeges kutatasi teriilete. Sok mate-
matikai és fizikai probléma szimmetridk és invaridnsok szamolasara redukalodik. Minden
geometriai tulajdonsag invaridns a megfelel6 transzforméacios csoport hatasara. Példaul
az Euklideszi geometridban ismert tulajdonsagok invariansak a forgatésra, tiikrézésre és
transzlaciora nézve, amelyek az tgynevezett Euklideszi csoportot alkotjak.

Matematikailag réviden a kovetkez6rdl van sz6. Adott egy n-dimenzios F test folotti V
vektortér, melynek koordinatagytrtje az F[V] = F [z, ..., x,] n-valtozés polinomgyfiri.
Tovabba legyen G a GL (V) altalanos lineéris csoport egy részcsoportja. A G csoport a V'
vektortéren természetes modon hat, amely az F [V] koordinatagytrtin indukal egy hatést

ugy, hogy barmely g € GG elemhez

(g-f)w)=f (9" v), VWweW

Ekkor az
F[V]®={feF|[V]|g-f=f minden g € G}

részgytrit alkot F [V]-ben, amit a G csoport invariansgytirijének neveziink.

Az invaridnselmélet a 19. szazadi matematika kozponti elemévé valt. A kor neves
matematikusaitﬂ foglalkoztatta az elmélet, és kezdetben a legnagyobb kérdés az volt, hogy
tetszGleges GG csoport invariansgytriije végesen generdlt algebra-e. Ezt Gordan 1868-ban

az SLy specidlis linearis csoportra belatta, majd 1890-ben Hilbert jelentds eredményt
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kozolt, miszerint a csoportok elég széles korének (linedris reduktiv csoportok) végesen
generalt invaridnsgytriije van.

Jelenleg az invaridnselmélet 6 feladatai kizé tartozik egy olyan {Ii,..., I, } polinom-
rendszer meghatarozésa adott G csoport esetén, amely generalja az invaransgytrit, mint
részalgebrat. Tovabba egy igencsak érdekes és hasznos probléma az, hogy adott geometri-
ai tulajdonsag hogyan fordithato le az invarians polinomok nyelvezetére, illetve forditva.
Létezik-e altalanos eljaras a geometria és algebra kozotti at megteremtésére?ﬂ

Az {1, ..., I,,} generatorrendszer meghatarozasa szinte mindig Grobner-bazis szamo-
lasba torkollik, ennélfogva egy nagyon Osszetett komputeralgebrai feladat. Hilbert azt
sejtette, hogy barmely csoport invariansgytirije végesen generélhatéﬂ azonban a sejtést
Nagata ellenpéldaval cafolta 1959-ben. Egy viszonylag frissnek mondhat6 invarianselmé-
leti problémakor az in. szeparalé invaridnsrendszerek (a szeparalo invarians fogalmat a
késGbbiekben definialjuk) szamolésa, amelyek konnyebben kezelhetGek és szamolhatoak,
mint maga az {[y, ..., [,,} generatorrendszer. Példaul minden invaridnsgytriinek van vé-
ges szeparalorendszere, de nem minden invariansgytr( generalhat6 végesen (lasd Nagata).
Véges csoport véges dimenzios vektortéren vett linearis hatasa esetén a Noether korlat sze-
paralo invariansokra mindig teljesiil (vagyis léteznek maximum |G|-ed fokd homogén sze-
paralo invariansok), azonban az invariansgytri generatorrendszerére a moduléris (vagyis,
amikor az F test karakterisztikdja osztja a csoport rendjét) esetben ez nem mindig all
fent. Egy tovabbi lényeges erGssége a szeparalé invariansoknak a general6 invariansokkal
szemben Weyl polarizécios tételében mutatkozik meg: legyen G egy csoport, amely line-
grisan hat az n-dimenzios V vektortéren, és legyen S egy generatorrendszere az F [V
invariansgytrtinek, ahol V" n db. V direktisszege, amelyre a hatas diagonalisan terjed
ki (vagyis minden komponensben G-t hattatjuk a V-n). Ekkor az S elemeibdl kaphato az
F[V™] invariansgy(rd egy generatorrendszere barmely m-re, ha a test karakterisztikaja
0. Viszont ha generatorrendszer helyett szeparalorendszert tekintiink, akkor a tétel igaz
barmilyen karakterisztika esetén.

A tovabbiakban az [I]-es cikket foglaljuk roviden 6ssze.

2. A cikk osszefoglalasa

A bevezetd jeloléseit hasznalva legyen V' egy n-dimenzios vektortér az F test folott,
melynek koordinatagytirije az n-valtozos polinomgytiri, valamint tételezziik fel, hogy G
véges részcesoport GL (V)-ben. Legyen S C F[V]G részhalmaz. Azt mondjuk, hogy az
u,v € V szepardlhaté az S Aaltal, ha létezik f € S invarians ugy, hogy f(u) # f(v).
Az S-et szepardlorendszernek nevezziik, ha barmely u,v € V szepardlhatdé az S altal.

Mivel minden invaridns konstans a GG hatas palyain, ezért elegends a palyak valamilyen

2Felix Klein, Erlangeni program, ,Geometry is Invariant Theory.”.
3Hilbert tizennegyedik problémajaként ismert.



reprezentansain vizsgalni a szeparalhatosagot.

A Noether szam szeparalé véltozata is definialhato: legyen [, (IF [V]G> az a legki-
sebb pozitiv egész szam (jel6ljiik ezt [s,-el), amelyre a legfennebb f,,-ed fokt homogén
invariansok halmaza szeparalorendszert alkot.

A cikk sajatossaga, hogy véges testek f6lotti vektorterek felé tereli a vizsgalodast, en-
nélfogva a szakirodalom elsé olyan cikke, ami véges testek folotti szepardlé invariansokkal
foglalkozik. A tovabbiakban az F = F, jelolést hasznaljuk és feltessziik, hogy G < GL (V)
véges részcesoport. Az elsé szakasz végeredménye egy nagyon fontos formula a szeparald

invariansrendszerek méretére vonatkozoéan, miszerint

v =7(q, k) := [log, (k)]

a minimalis szepardlérendszer mérete, ahol k£ a G hatas orbitjainak szama. A szerzék egy
explicit konstrukciot is adnak egy ~ elemszami szeparalorendszerre, amelyben a polino-
mok fokszdmainak maximuma |G|n (¢ — 1) (lasd az [1] cikket).

A maésodik szakaszban az el6z6 eredmény feljavitdsa torténik egy olyan konstrukcio al-
tal, ami egy v elemszamu (tehat minimalis) szeparalorendszert ad, amelyben a polinomok
maximalis fokszdma n (¢ — 1) abban az esetben, amikor |G| invertalhato F,-ban.

A harmadik szakaszban a graf izomorfizmus probléméval, mint alkalmazasi lehet&ség-
gel motivalja azt, hogy fontos a véges testek f6lotti szeparalo invaridnsok vizsgalata.

Az utolsd szakaszban a multiszimmetrikus polinomokkal kapcsolatos eredményeket
mutatnak be. Itt G = S, amely hat a V' = F” vektortéren a koordinatak permutacidjaval.

Legyen V™ m db. V direktosszege, amelyen az S,, diagonalisan hat. Ekkor az
FV" =Fla(j),[1<i<n1<j<m]

koordinatagydrtin a hatas a o - x (j); = x (j),(, Osszefiiggéssel adott. Ismert, hogy S,
invaridnsgytrtjének algebra generatorai éppen az elemi szimmetrikus polinomok, ame-

lyeknek V™-re valo kiterjesztésiik az un. elemi multiszimmetrikus polinomok. Adott
a = (ay,...,an) € N™ vektorra bevezetjik az ;" = = (1);" -

1 <i<n. Ekkor a

oz (m);™ jelolést minden

o (@) = Z x%---z%E]F[Vm]S”, Jminden 1 <t <n
1<i) < <iy<n

az « vektor altal meghatarozott t-edik elemi multiszimmetrikus polinom. Példaul ha m =
n=2é a=(1,2), akkor



Ertelemszertien ha m = 1 és a = 1, akkor o, (1) = s; elemi szimmetrikus polinomokat
kapjuk vissza.
Az Fy test f6lotti esetben minimalis szepardlérendszert adnak tetszéleges m > 1-re az

elemi multiszimmetrikus polinomok segitségével.

1. Tétel. F =T, folott m > 1 ésn > 2 esetén a kovetkezd rendszer szepardld és minimdlis

elemszdma T [V™)5" -ben:
Snm = {0 (@) |r >0, |a| > 1,7+ |a| =1 < |logz (n)] minden 1 <j<m}.

A cikk végén a Noether korlatra vonatkozo tételt bizonyitanak be.
2. Tétel. Az F =y esetben igazak a kdvetkezd eqyenldségek
1. By (V7)) = 2lomtl;

2. o (n) = |log, (n)| + 1, ahol o (n) az a legkisebb mg, amire egy adott S C F[V™m0]5"

P o . Sh . . ..
szepardlorendszer kibdvithetd F [V'™]”" -beli szepardlorendszerré minden m > my.

A tovabbiakban a témahoz valé eddigi hozzajarulasunkat mutatjuk be

3. Eredményeink

Az eddigiek alapjan természetes kérdésként vetddik fel, hogy hogyan altalanosithatoak
az eredmények tetszGleges IF, testre. Van-e altalanos formula az [2les tételre vonatkozéan?

Az el6z6 szakasz végén emlitettiik, hogy a cikkben minimalis szeparalorendszert adnak
Fy test f6l6tt tetszéleges m > 1 esetben. A cikk az m = 1 esetre kiilon is kitér, amelyet
a tovabbiakban réviden ismertetni fogunk. Az m > 1 esetet jelen beszamoléban nem cé-
lunk részletezni, mivel meglehetésen bonyolult jeldlésrendszere van, illetve a mi munkank
egyelére az m = 1 esetre fokuszal.

Kissé nehéz lenne a problémat teljes altalanossagban megtamadni, ezért eddigi mun-
kank soran az m = 1 esetet vizsgaltuk meg 3 f6l6tt. Még miel6tt ratérnénk ennek az
ismertetésére, bemutatjuk az m = 1, [F, esetet.

Az S,-et hattatva V = Fj-en az orbit reprezentansok a e; = (1,..., 1,0, ..., 0) vektorok,
ahol az 1 pontosan i-szer jelenik meg, ahol 0 < ¢ < n. Az i kettes szdmrendszerbeli
felirasat (i4i;—1...1,), modon jeloljiik és &; (i) € Fy az i kettes szamrendszerbeli felirdsanak
j-edik szamjegyét jeloli. A kovetkez6 lemma kulesfontossdgi a minimalis szeparalorend-

szer szempontjabol.

3. Segédtétel. Fy folott teljesiil az

sor (€;) =&, (i), Vr,i >0



egyenldség.

Bizonyitds. A cikkt6l eltérd bizonyitast adunk. Feltehetjiik, hogy ¢ > 2", kiilonben
sor (€;) = 0 = &, (i) vagy egyenlGség esetén sor (€;) = 1 = &, (). Az s9r (e;) érték ponto-
san az (1 + x)" kifejezés 27-edik egyiitthatoja. Ez konnyen lathato abbol az észrevételbol,

hogy az
(T+ Mx) (14 Xoz) - (1 + A\yz)

k-adik egyiitthatoja éppen az sy (A1, ..., \,) elemi szimmetrikus polinom.
Legyen (i4i4_1...i0), az i kettes szamrendszerbeli felirdsa, vagyis ¢ = 1o+ 1y -2+ 1522 +
o020+ 44y - 28 Ekkor

(1+ ac)l =1+ :L,)io+i1-2+i2.22+m+it_2t
it

= (1+4xz)° (1+ xz)il (14 xQT)iT e (1 + x2t> :
tehét, ha i, = 1, akkor 22" egyiitthatoja 1, ha pedig i, = 0, akkor 2% egyiitthatéja 0. [

A kovetkezd tétel tulajdonképpen az [Iles tétel sajatos esete, vagyis minimalis szepa-
rdlorendszert ad F [V]*"-ben.

4. Tétel. HaF =Ty ésm = 1, akkor a kévetkezd halmaz eqy minimdlis szepardlorendszer
F [V]""-ben:
Spi = {s2-|0 <7 < [logy (n)] }.

Vagyis kételemi test folott a 2 hatvanyadik elemi szimmetrikus polinomok minimdlis sze-

pardlorendszert alkotnak.
A bizonyitashoz a kévetkezd lemmat fogjuk hasznalni.

5. Segédtétel. Ha az sy (e;) (minden 0 < k < |log, (n)|) értékekbsl meg tudjuk mondani

azt, hogy mennyi az @ értéke, akkor az Sy, egy szepardlorendszer.

Bizonyitds. Tétel) Az [3fas lemma alapjan az sy (e;) értékekbdl vissza tudjuk nyerni az
1 kettes szdmrendszerbeli alakjat, ezért aés lemma értelmében az S, | szeparalorendszert
alkot.

Tudjuk, hogy az orbitok szama n+ 1. Induljunk ki a v = [log, (n + 1)] egyenlgségbdl.

Innen

v—1<logy(n+1) <~y
Nl en41<



egyenlGtlenségeket kapjuk. Masrészt |S,, 1| = |log, (n)| + 1, ahonnan

1Spa| — 1 <logy (n) < [Snil

2MSmal=1 <y < 9ISl

egyenl6tlenségek adodnak.
A kapott egyenlGtlenségek alapjan |S, 1| = 7. O

Egy hasonlé eredmény reményében kezdtiink el az m = 1 és F = F3 esettel foglalkozni.

Ebben az esetben az orbit reprezentdnsok aze; ; = [ 1,...,1,2,...,2,0...,0 | vektorok, ahol
i j

0<14j5<néi+7 <n. Konnyd latni, hogy ezekbdl éppen k = eréﬂ db. van.

A kovetkez6 tablazat néhany konkrét n értékre a minimalis szeparalorendszer méretét

tartalmazza.

in=4[5[6]7][8]9]
[y=3]3[4[4]4]4]

1. tablazat. Minimélis méretek néhany specialis esetben

Tudjuk, hogy az elemi szimmetrikus polinomok egyiittesen szeparalérendszert alkotnak
F [V]®"-ben. A kérdés az, hogy milyen polinomok hagyhatoak el ebb6l a rendszerbél, ugy
hogy a megmaradt polinomok tovibbra is szeparaljanak. FEzt a stratégiat tartottuk szem
el6tt és egy MATLAB programmal konnyitettiik meg a kutatasunkat.

Elébb felépitettiik az adott n-re az orbit reprezentansok métrixat, azaz minden osz-
lopba egy orbit keriilt, igy egy n X k-as matrixot kaptunk. Ezutan egy szintén n x k-as
matrixot épitettiink fel, aminek az i-edik sordban és j-edik oszlopaban az s; kiértékelése
keriilt a j-edik orbiton. Az utébbi matrixot jeloljiik A-val. Ekkor a fenti kérdés a ko-
vetkezSképpen fogalmazhato meg: milyen sorok hagyhatéak el gy, hogy az igy kapott A
matrix oszlopai paronként kiilonbozzenek. Algoritmusunk el6bb meghatarozza az Gsszes
olyan sorindexet, amik biztosan nem hagyhatoak el. Az i-edik sor pontosan akkor nem
hagyhato el, ha létezik két olyan oszlop, amelyek csak az i-edik komponensiikben térnek
el. Ez pontosan azt jelenti, hogy az s; elemi szimmetrikus polinom mindenképpen része
kell hogy legyen a szeparalorendszernek. Miutén ismerjiik az 6sszes olyan sort amik nem
hagyhatoak el, elkezdjiik kitérélni a potencidlisan elhagyhat6 sorokat. Ha a modositott
maéatrixban taldlunk nem elhagyhato sort, akkor azt megjegyezziik, kiilonben meg toroljiik
a kovetkez6 potencidlisan elhagyhat6 sort.

Ezzel az eljarassal egy szép mintat véltiink felfedezni, ami egy sejtés megfogalmazisa-
hoz vezetett. Fzt késébb matematikailag is bizonyitani tudtuk, igy allitdsként fogalmazzuk

meg.



Tartalmazasra nézve minimalis szeparalorendszerrél akkor beszéliink, ha barmelyik
polinomot elhagyva a fennmaradé6 polinomok nem alkotnak szeparélorendszert. Egy mi-

nimélis szeparalorendszer tartalmazésra nézve is minimalis, forditva ez nem igaz.

6. Allitas. Ha F = F5 és m = 1, akkor a kovetkezd elemi szimmetrikus polinomok benne

kell legyenek eqy tartalmazdsra nézve minimadlis szepardlorendszerben:

{81782, S3k, S9.3k | 1<k< Uog:s (n)j }

Természetesen itt olyan szeparalérendszerrdl van szo, amit az 0sszes elemi szimmetri-

kus polinombol kapunk tgy, hogy néhanyat bel6liik elhagyunk.

Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy az {si, sq, S3x, Sogx | 1 < k < [logs (n)]|} halmaz-
bol mindenik s; polinomhoz tudunk adni két olyan orbit reprezentanst, amit csak az s
szeparal.

Aze o= (1,0,0,...,0) ésep1 = (2,0,0,...,0) orbitokat az s; polinom szeparalja, hiszen
s1(e10) =1#2=51(ep1), de minden mas s;-re s (e10) =0 = s;(€01)-

Az e =(1,1,0,...,0) és ep 1 = (2,0,0,...,0) orbitokat az s, polinom szeparalja, mivel
sy (e11) =1 0 =s3(ep1), viszont minden mas s;-re s;, (e11) = s (€p,1) -

Az ez = (1,1,..,1,0,...,0) és egzx = (2,2,...,2,0,...,0) orbitokat az sz= polinom
szeparalja, mert ssx (63;@,0) =1+#2=s3% (6073k>. Tovabb4 minden mas s;-re s; (€3k’0) =
0=s (607316) :

Az egoge = (2,2,...,2,0,...,0) és ez g = (1,...,1,0,...,0) orbitokat az sy.3: szeparélja,
mivel Sg.3k (60’2,3k) =1+# 0 = s9.3r (631@,0). Hal < 2-3F és | # 3%, akkor s (6072.3k) =
2- (Q?k) =0=gy (631@,0). Ha [ = 3%, akkor s (60,2,31@) =2 (23ik) =1=gy (€3k70).

Ezzel a bizonyitasunk teljes. O

A kodunk alapjan azt is sejtjiik, hogy ezek a polinomok szeparalérendszert alkotnak,
hiszen az Osszes tObbi polinomnak megfelel§ sort elhagyva a moédositott matrix oszlopai
paronként kiilonboznek, azonban ezt matematikailag még nem sikeriilt bizonyitanunk,

ezért sejtésként fogalmazzuk meg.

7. Feltevés. Ha F = 3 és m = 1, akkor a kiovetkezé halmaz egy tartalmazdsra nézve

minimdlis szepardldrendszert alkot F [V]°"-ben.:
gn,l = {517 S2, 83k, 52.3k ‘ 1<k< Uog3 (n)J } :

Vegyiik észre azt, hogy ha igaz az allitas, akkor az igy kapott rendszer nem mindig lesz
minimalis elemszamu, azonban tartalmazasra nézve mindig minimalis. Példdul ha n =9,
akkor a es tablazat alapjan v = 4, de }5271’ = .

Tovabbi céljaink kozé tartozik az es sejtés bizonyitasa (vagy esetleges cafolasa), majd

hasonlé eredmények kidolgozasa més véges testekre, illetve tetszéleges m > 1-re. Ugy

7



gondoljuk, hogy az as lemmé&hoz hasonloan az sz« (e;;) €s so.3x (€5) értékekbdl az (7, j)
meghatarozasanak az i és j harmas szamrendszerbeli felirdsdhoz lehet koze.
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