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Kutatomunkam soran Komjath Péter és Totik Vilmos Problems and Theorems
in Classical Set Theory cimi konyvébsl oldottam meg feladatokat, ezek koziil

ismertetem néhénynak a megoldésat.

1. Jolfundalt halmazok

1.1. Definici6. Egy (P, <) részbenrendezett halmazt jolfundaltnak neveziink, ha
minden nemiires részhalmazanak van minimalis eleme, azaz olyan elem, amelynél

nincs kisebb az adott részhalmazban.

1.2. Definicié. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. () C P kofinalis P-ben,

haVpe PdqgeQ : q>p.

1.3. Feladat. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. FEkkor létezik Q C P
kofinalis P-ben, hogy (Q, <) jolfundalt.

Megoldas. Feltehets, hogy P nemiires, kiilonben trivialisan teljesiil az allitas. Le-

gyen |P| = K, a minimélis k£ szdmossagu rendszamot is k jeloli. P-t x tipusban



jolrendezziik, legyen ez a jolrendezés <.

Definialjuk Q € P-t az alabbi médon:

Q={ze€P :VYyePr<y=uz<,y}

Megmutatjuk, hogy () kofinalis:

x € P, legyen yy <,-minimalis az y > z-ek kozott (y € P).

Ha yo < y (y € P), akkor x < yp miatt x < y, igy yo <,-minimalitdsa miatt
Yo <. y. Ezek szerint yg € @, tehat () kofinalis.

Megmutatjuk, hogy @) jolfundalt:

Legyen () # S C Q, ekkor létezik <,.-minimélis s € S. s <-minimalis is, kiilonben
t < s (teS) esetén @ definicidja szerint ¢ <, s is teljesiilne, ami ellentmond s

<,-minimalitdsanak. Ezzel belattuk, hogy @ jolfundalt.

1.4. Feladat. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. (P, <) pontosan akkor
jolfundalt, ha létezik f rendszam értékid, rendezéstarto fliggvény (P, <)-en (x <y

esetén f(z) < f(y)).

Megoldds. Legyen f a feladatban leirt fiiggvény a (P, <) részbenrendezett halma-
zon, tovabba legyen ) £ S C P. Legyen s € S olyan elem, amire f(s) minimalis.
Ekkor s minimalis S-ben, kiilénben t < s (t € S) esetén f(t) < f(s), ami ellent-
mond s minimalitasdnak.

A masik irdany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy (P, <) jolfundalt. Transzfinit re-
kurziéval definialjuk az alabbi P, C P halmazokat:

F, alljon P minimalis elemeib6l. Ha 8 < a-ra mar definidltuk a Ps halmazokat

és P\ |J Pz # 0, akkor P, alljon P\ |J Ps minimélis elemeibdl (a jolfundaltsag
B<a B<a

miatt P, nemiires). Ezzel felbontottuk P-t paronként diszjunkt nemiires halmazok

uniojara:

P={P, : a<{}, valamely £ rendszamra.



Legyen f(x) = a, ha = € P,. f nyilvan joldefinialt. Megmutatjuk, hogy f rende-
zéstarto. Legyen x,y € P, z <y, y € P,. Ekkor y minimalitdsa miatt z ¢ P,,

tehat © € Pg, valamely < a-ra. Ekkor f(z) < f(y), azaz f rendezéstarto.

2. Fundaltsagi axioma

2.1. Axiéma. Fundaltsagi axioma:

Ha A nemiires halmaz, akkor létezik z € A, amire z N A = ().
2.2. Feladat. Nem létezik x halmaz, amire x € x.

Megoldds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik = halmaz, amire 2 € 2. Ekkor {z} # 0,
aminek z az egyetlen eleme, igy a fundaltsagi axioma szerint zN{z} = 0. A feltétel

szerint = € z, tovabba = € {z}, igy = € (), ami ellentmondas.
2.3. Feladat. Nem létezik x és y halmaz, amire z € y és y € z is teljesiil.

Megoldds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik = és y halmaz, amire x € y és y € z is
teljesiil. Ekkor {z,y} # (), aminek pontosan két eleme van, x és y. A fundaltsagi

axioma szerint két eset lehetséges:

1. N {x,y} = 0. Ekkor a feltétel szerint y € x, tovabba y € {z,y}, igy y € 0,

ami ellentmondas.

2. yN{xz,y} = 0. Ekkor a feltétel szerint x € y, tovabba = € {x,y}, igy = € 0,

ami ellentmondas.
Ezzel belattuk a feladat allitasat.

2.4. Definicié. A z halmazt tranzitivnak nevezziik, ha x € y € z esetén x € z is

teljesiil.



2.5. Feladat. Hatarozzuk meg az egyelemd tranzitiv halmazokat!

Megoldds. Legyen {x} egyelemt tranzitiv halmaz. = € {z}, ha van y € z, akkor
{z} tranzitivitdsa miatt y € {z}, azaz y = z, ekkor viszont z € x, ami a [2.2]
feladat miatt lehetetlen. Ezek szerint nem létezik y € x, tehat z csak az fires

halmaz lehet. {()} valoban egyelemii tranzitiv halmaz, tehat ez az egyetlen ilyen.

2.6. Definicid. Tranzitiv rekurzioval definialjuk minden a rendszamra a V,, hal-
mazt a Vs (f < a)-kbol.

Vo =10,

Va1 =P(Va),

Vo=UA{Vs : B <a}, ha a limeszrendszam.

2.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy = rangos, ha x € V,, valamely a-ra. x rangja

rk(z) = min{a : x €V,}.
2.8. Tétel. A fundaltsagi axioma ekvivalens azzal, hogy minden x rangos.
2.9. Feladat. Oldjuk meg az X x Y = X egyenletet, ahol X, Y halmazok!

Megoldds. (X =10, Y tetsz6leges) nyilvan megoldas, megmutatjuk, hogy mas meg-
oldés nincs. Legyen (X, Y') megoldas, tegyiik fel, hogy X nemiires. Legyen z € X
olyan, amire rk(x) minimalis. Mivel X = X x Y, z = (a,b) = {{a},{a,b}}
alakban irhato valamely a € X, b € Y-ra. a € {a} € {{a},{a,b}} = z, igy

rk(a) < rk(z), ami ellentmondaés.
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