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Jélfundalt halmazok

Definicié
Egy (P, <) részbenrendezett halmazt jélfundéltnak neveziink, ha minden

nemires részhalmazdnak van minimalis eleme, azaz olyan elem, amelynél

nincs kisebb az adott részhalmazban.
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Jélfundalt halmazok

Feladat
Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. (P, <) pontosan akkor jélfundalt,

ha létezik f rendszam értéki, rendezéstarté fiiggvény (P, <)-en (x <y

esetén f(x) < f(y)).
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Jélfundalt halmazok

Megoldds
Legyen f a feladatban leirt fiiggvény a (P, <) részbenrendezett halmazon,

tovdbba legyen ) £ S C P.
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Jolfundalt halmazok

Megoldas
Legyen f a feladatban leirt fiiggvény a (P, <) részbenrendezett halmazon,

tovdbba legyen ) £ S C P.
Legyen s € S olyan elem, amire f(s) minimdlis. Ekkor s minimélis S-ben,
kiilonben t < s (t € S) esetén f(t) < f(s), ami ellentmond s

minimalitasanak.

Készitette: Kévari Péter Viktor Témavezetd: |Jolfundalt halmazok és a fundaltsagi axioma 2021. 8szi félév 4/11



Jélfundalt halmazok

Megoldds
A masik irdny bizonyitdsihoz tegyiik fel, hogy (P, <) jélfundalt.

Transzfinit rekurzidval definidljuk az alabbi P, C P halmazokat:
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Jolfundalt halmazok

Megoldds

A masik irdny bizonyitdsihoz tegyiik fel, hogy (P, <) jélfundalt.
Transzfinit rekurzidval definidljuk az alabbi P, C P halmazokat:

Po alljon P minimdlis elemeibdl. Ha 8 < a-ra mar definidltuk a Pg
halmazokat és P\ |J Ps # 0, akkor P, dlljon P\ |J Ps minimdlis

B<a B<a
elemeibdl (a j6lfundéltsag miatt P, nemiires).

Készitette: Kévari Péter Viktor Témavezetd: |Jolfundalt halmazok és a fundaltsagi axioma 2021. 8szi félév 5/11




Jolfundalt halmazok

Megoldds

A masik irdny bizonyitdsihoz tegyiik fel, hogy (P, <) jélfundalt.

Transzfinit rekurzidval definidljuk az alabbi P, C P halmazokat:

Po alljon P minimdlis elemeibdl. Ha 8 < a-ra mar definidltuk a Pg

halmazokat és P\ |J Ps # 0, akkor P, dlljon P\ |J Ps minimdlis
B<a B<a

elemeibdl (a j6lfundéltsag miatt P, nemiires).

Ezzel felbontottuk P-t paronként diszjunkt nemiires halmazok unidjara:

P=U {P, : a<E}, valamely ¢ rendszémra.
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Jélfundalt halmazok

Megoldds
Legyen f(x) = «, ha x € P,. f nyilvdn jéldefinidlt. Megmutatjuk, hogy

rendezéstartd.
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Jélfundalt halmazok

Megoldds
Legyen f(x) = a, ha x € P,. f nyilvan jéldefinidlt. Megmutatjuk, hogy f

rendezéstarto.
Legyen x,y € P, x <y, y € P,. Ekkor y minimalitdsa miatt x ¢ P,,

tehat x € Pg, valamely 3 < a-ra. Ekkor f(x) < f(y), azaz f

rendezéstartd.
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Fundaltsigi axioma

Axiéma
Fundaltsagi axiéma:

Ha A nemiires halmaz, akkor létezik x € A, amire x N A = (.
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Fundaltsigi axioma

Nem létezik x halmaz, amire x € x.

Feladat J
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Fundaltsigi axioma

Feladat

Nem létezik x halmaz, amire x € x.

Megoldas
Indirekt tegyiik fel, hogy létezik x halmaz, amire x € x. Ekkor {x} # 0,

aminek x az egyetlen eleme, igy a fundaltsigi axiéma szerint x N {x} = 0.
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Fundaltsigi axioma

Feladat
Nem létezik x halmaz, amire x € x.

Megoldas
Indirekt tegyiik fel, hogy létezik x halmaz, amire x € x. Ekkor {x} # 0,

aminek x az egyetlen eleme, igy a fundaltsigi axiéma szerint x N {x} = 0.

A feltétel szerint x € x, tovdbbd x € {x}, igy x € (), ami ellentmond3s.
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Fundaltsigi axioma

Feladat J

Nem létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is teljesiil.
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Fundaltsigi axioma
Feladat

Nem létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is teljesiil.

Megoldds
Indirekt tegylik fel, hogy létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is
teljestil. Ekkor {x, y} # 0, aminek pontosan két eleme van, x és y. A

fundaltsagi axiéma szerint két eset lehetséges:

™ mid =

Tyt
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Fundaltsigi axioma
Feladat

Nem létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is teljesiil.

Megoldas
Indirekt tegylik fel, hogy létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is
teljestil. Ekkor {x, y} # 0, aminek pontosan két eleme van, x és y. A

fundaltsagi axiéma szerint két eset lehetséges:

@ xN{x,y} = 0. Ekkor a feltétel szerint y € x, tovdbba y € {x, y}, igy

y € (), ami ellentmond3s.

= — Tyt
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Fundaltsigi axioma

Feladat

Nem létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is teljesiil.

Megoldas
Indirekt tegylik fel, hogy létezik x és y halmaz, amire x € y és y € x is
teljestil. Ekkor {x, y} # 0, aminek pontosan két eleme van, x és y. A

fundaltsagi axiéma szerint két eset lehetséges:

@ xN{x,y} = 0. Ekkor a feltétel szerint y € x, tovdbba y € {x,y}, igy

y € (), ami ellentmond3s.

Q@ yN{x,y} =0. Ekkor a feltétel szerint x € y, tovdbbd x € {x,y}, igy

x € (), ami ellentmondas.

= = oyt
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Fundaltsigi axioma

A z halmazt tranzitivnak nevezziik, ha x € y € z esetén x € z is teljesiil.

Definicid J
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Fundaltsigi axioma
Definicié

A z halmazt tranzitivnak nevezziik, ha x € y € z esetén x € z is teljesiil. J

Feladat

Hatdrozzuk meg az egyelemii tranzitiv halmazokat! J
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Fundaltsigi axioma

Definicié
A z halmazt tranzitivnak nevezziik, ha x € y € z esetén x € z is teljesiil.

Feladat
Hatarozzuk meg az egyelem( tranzitiv halmazokat!

Megoldas
Legyen {x} egyelemii tranzitiv halmaz. x € {x}, ha van y € x, akkor {x}

tranzitivitdsa miatt y € {x}, azaz y = x, ekkor viszont x € x, ami az egyik

korabbi feladat miatt lehetetlen.
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Fundaltsigi axioma

Definicié
A z halmazt tranzitivnak nevezziik, ha x € y € z esetén x € z is teljesiil.

Feladat
Hatarozzuk meg az egyelem( tranzitiv halmazokat!

Megoldas
Legyen {x} egyelemii tranzitiv halmaz. x € {x}, ha van y € x, akkor {x}

tranzitivitdsa miatt y € {x}, azaz y = x, ekkor viszont x € x, ami az egyik
kordbbi feladat miatt lehetetlen.

Ezek szerint nem l|étezik y € x, tehat x csak az lres halmaz lehet.

{0} valdéban egyelemii tranzitiv halmaz, tehdt ez az egyetlen ilyen.

= = = = =
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Koszonom a figyelmet!
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