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Motivacid

lgaz-e, hogy minden véges hal6 izomorf egy véges csoport részcsoporthaléjanak intervallumaval?

Tétel (Borner, 1999)
Minden véges hal6 izomorf egy véges csoport részcsoporthal6janak intervallumaval akkor és
csak akkor, ha a kovetkezsk egyike igaz:

1. Minden véges (egynél tobb elemet tartalmazé) halé izomorf egy majdnem egyszerii G
csoport Int(H, G) intervallumaval, ahol H < G magtalan (azaz ﬂgecgleg =1)
részcsoport.

2. Minden véges (egynél tobb elemet tartalmazo) halé izomorf egy G = Twr(T, D, Dy, ¢)
csavart koszoruszorzat Int(D, G) intervallumaval, ahol T nemkommutativ véges egyszerii
csoport, D véges csoport, Dy < D részcsoport és ¢ : Dy — Aut(T)-re igaz, hogy
©(Dg) = Inn(T).
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Motivacid

® a kérdésre vart valasz: nem igaz

® 6 lenne visszavezetni a probléemat a majdnem egyszer(i csoportok esetére

Legyen T egy nemkommutativ véges egyszer(i csoport, tovabba Dy < D, ¢ : Dy — Aut(T),
hogy ¢(Dp) = Inn(T). Ekkor Sdp(Dy, ¢) D-invarians részcsoportjainak haléja izomorf ¢ dsszes
D-beli Do-t tartalmazé részcsoportra valé kiterjesztésének dualis haléjaval egy kiegészité
legfels6 elem hozzavételével (ez felel meg az eredeti haléban a trivialis részcsoportnak).
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Sajat kutatas: attekintés

e Kutatasunk f6 iranya "érdekes" kiterjesztéshalok konstrualasa volt (tavlati cél: eddig
eléallitatlan halok eléallitasa; kozos strukturalis jellemzok felismerése).

® Tobbféle dtlet: szimmetrikus csoportok "megcsavart" direkt szorzata (ezt fejtjiik ki a
tovabbiakban), PSL-csoportokon alapulé konstrukciék, tovabbi szimmetrikus csoportokat
hasznal6 Gtletek...

® Az el6adas tovabbi részében az egyik érdekes konstrukcio, az (S, x S, X Ap) X Z» csoport
esetét tekintjiik at.
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A vizsgalandé probléma

® Csoportunk G = (S, x S, X Ap) X Z> lesz, ahol Z, generatoreleme az elsé két koordinata
cseréjével hat.

¢ Kiindulé részcsoportnak a Dy = {(a, a, a,1)} diagonalist valasztjuk.
¢ Kiindulé homomorfizmusunk a ¢ : Dy — S,,, melyet (a, a,a,1) — a ad meg.

® Feladatunk a ¢ homomorfizmus G részcsoportjaira vett kiterjesztései altal alkotott halo
megadasa.

Stratégia

Elészor a G részcsoporthaléjanak Dy feletti részét hatarozzuk meg, ennek ismeretében a
kiterjesztéshal6 kiszamolasa mar egyszerii feladat lesz.
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A részcsoporthalé meghatarozasa |.

Osszetett feladatnak tiinik, de néhany csoportelméleti triikkel jelentésen egyszeriisithets.
® Vegyiik észre, hogy N = A, x A, x A, x {1} normaloszté G-ben.
e Altalanos csoportelméleti megfontolasokbél: barmely H < G részcsoportra:
HAN<H< Ng(HN N)
Elegend6 tehat meggondolni, mi allhat el6 H N N alakban, majd attekinteni mindegyikiikre
a HN N és Ng(H N N) kézé es6 csoportokat.

e Nyilvan H N N alakban éppen N részcsoportjai kaphatok meg (persze a diagonalist
tartalmazokat tekintjiik csak). Ezek hogyan nézhetnek ki?

A diagonalist tartalmazo részcsoportok az N direkt szorzat szubdirekt részcsoportjai.

A szubdirekt részcsoportok karakterizaciéjat ismerjiik.
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A részcsoporthalé meghatarozasa |l.

® Miutan megvannak a lehetséges H N N részcsoportok, a normalizatoraikat konny(i
kiszamolni.

e Korabbi meggondolasaink szerint az ilyen részcsoportok és normalizatoraik kozti
intervallumok tartalmaznak minden részcsoportot.

® |smert, hogy egy A csoport és egy M normalosztéja kozti részcsoportok bijektiven
megfelelnek A/M részcsoportjainak

e Ebbsl tudjuk, hogy egy-egy intervallumban hany részcsoportot varunk és milyen
tartalmazasstruktaraban.

e A példankban csak néhany nemtrivialis intervallum van, ezekben heurisztikusan
el6allitottunk kell6 szami részcsoportot.

o Osszesitve adédik a keresett részcsoporthalé.

® Hatravan a lehetséges kiterjesztések szambavétele.
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A részcsoporthalo
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A kiterjesztéshalo kiszamitasa

® Mivel az a (a, 3, a,1) — a kiterjesztéseit vizsgaljuk, azért egy (s, p, ¢, z) alakd elemhez
s, p, ¢ valamelyikét rendelhetjiik

® Meggondolhat6, hogy mindig ugyanazon koordinatat kell rendelniink — tehat vetitésrél van
sz6 (persze egy részcsoportban azonosan egyenlé koordinatak esetén van némi ambiguitas).

® Szintén ellendrizhets, hogy amennyiben egy részcsoportban a negyedik koordinata
nemtrivialis, tovabba az els6 és masodik koordinata nem azonosan egyenld, akkor azokra
nem vetithetiink (mert "elcsavarédnak").

® Viszont ha egy olyan vetitést vesziink, amit az elébbi kitétel nem tilt meg, akkor az
homomorfizmust ad.

® Ezen meggondolasok alapjan mar meghatarozhaté a kiterjesztéshalé

9/11



A kiterjesztéshalo
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Koszonjik a figyelmet!



