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1. Bevezetés

Az Onhasonlé halmazok Hausdorff-dimenzidja egyszertien megadhato, ha a halmaz kicsinyitett részei
diszjunktak. Ez akkor is miikddik, ha a részek nem feltétleniil diszjunktak, de eléggé el vannak valasztva
egyméstol. Régota megoldatlan sejtés, hogy elég-e az, ha a halmazt leird hasonlésigokra bizonyos feltétel
teljesiil. A kutatéomunkam soran a sejtéshez kapcsolodod részeredményeket dolgoztam fel Varja Péter [9)

cikke alapjan.

2. Onhasonlé halmazok
2.1. Definicié. Iterdlt fiigguényrendszernek (roviden IFS-nek) nevezziik RY hasonlésagainak egy
O={p;|ieA}
véges rendszerét, ha minden ; hasonlésagi ardnya 1-nél kisebb.
A d=1 esetben p;(z) = N\jz+1t; alakd, ahol \; € (—1,1).

2.2. Allitas. Legyen ® ={y; |i € A} IFS. Ekkor létezik egy egyértelmii kompakt K, amelyre teljesiil, hogy
K= U @i (K).
ISHN
A K-t a @ attraktordnak nevezziik.

Az iteralt fliggvényrendszereknek fontos szerepe van a fraktalok elméletében, mert szamos fraktal
elsall IFS attraktoraként. Példaul Cantor-halmaz a

@*{xr—)f x*—)ngg}
a 3’ 33

attraktora. Magasabb dimenzioban tobbek kozott a Koch-gorbe és a Sierpinski-haromszog all els a fenti

modon.

2.3. Definicié. Az ¢ IFS nem tartalmaz pontos dtfedést, ha a ®-beli hasonlosagok az altaluk generalt

félcsoportot szabadon generaljak.

Koénnyen lathato, hogy elég azonos hosszi kompoziciokat vizsgalni, azaz ® = {¢; |7 € A} pontosan

akkor tartalmaz pontos atfedést, ha valamilyen (iy,...,4,) # (z~1, ... ,z;) esetén

Piy©...0Pi, =PrO...0pr.



2.4. Sejtés (Simon [7]). Legyen @={x— \;x+t; |i€ A} egy IFS R-en, amelynek K az attraktora. Tegyik
fel, hogy ® nem tartalmaz pontos dtfedést. Legyen s >0 az

1= nl°

i€EA
egyenlet megolddsa. Ekkor
dim K = min(1, s),

ahol dim K a K Hausdorff-dimenzidja.

A tovabbiakban rogzitsiink egy ® ={p; |i € A} IFS-t, és egy (p;)ica valoszintségi vektort, ahol p; >0
és > p; = 1. Legyen \; > 0 a ¢; hasonlosagi aranya.

2.5. Allitas. Létezik eqy egyértelmi p valdszintségi mérték, amelyre

H= Zpi%‘(/%

i€EA
ahol ¢;(11)(A) = p(w; ' (A)).
Konnyen ellenérizhetd, hogy p tartéja a & attraktora.
2.6. Tétel (Feng, Hu [3]). Van olyan d szdm, amelyre teljesiil, hogy p-majdnem minden x pontra

o 08 (B (a.1)

=d.
r—0 logr
A d-re vezessiik be a dim p jelolést.
2.7. Definici6é. A p hasonldsdgi dimenzidja
i logp;
s-dim p = 2. pilogp; T
>_pilog A

2.8. Sejtés. Legyen ® IFS R-en, és legyen pn a hozzd tartozé mérték (valamilyen valdsziniségi vektorral).

Ha ® nem tartalmaz pontos dtfedést, akkor
dim g = min(1, s-dim ).

2.9. Allitas. A 2.8. sejtésbdl kovetkezik a 2.4. sejtés.

3. Algebrai paraméterid IFS-ek

3.1. Definicié. Az R hasonlosagain definidljuk a d tavolsagot a kovetkezSképpen:
|t1 —t2| ha )\1 = )\2
d(:l? — >\1I+t1,f£ — )\21’+t2) =
o0 ha )\1 7£ )\2

Legyen ® = {; |i € A} IFS. Vezessiik be a

AL (D) = min d(‘:"ho---O@inaﬁﬁilo-“mﬁn)
(ily--win)?é(il;-<~77;n)

jelolést. A @ teljesiti az exponencidlis elvilasztdsi tulajdonsdgot, ha van olyan ¢ > 0, hogy végtelen sok
n-re Ap(®) >c ",



3.2. Tétel (Hochman [4]). Ha ® teljesiti az exponencidlis elvdlasztdsi tulajdonsdgot, akkor a 2.8. sejtés

1gaz ®-re.

3.3. Tétel (Hochman). Legyen ® = {\jxz+t;|i € A} pontos dtfedés nélkili IFS. Ha minden X\; és t;
algebrai, akkor ® teljesiti az exponencidlis elvdlasztdsi tulajdonsdgot.

3.4. Kovetkezmény. Ha minden \; és t; algebrai, akkor ®-re igaz a 2.8. sejtés.

3.5. Tétel (Rapaport [5]). A ®-re igaz a a 2.8. sejtés, ha minden \; algebrai.

Rapaport bizonyitasanak egyik & oGtlete, hogy az eltoldsparaméterek terében a pontos atfedéseket
eredményez paraméterek halmazat vizsgalja, ami el6all bizonyos tipusa lineéris alterek uni6jaként. Az
alterekhez olyan magasabb dimenzios IFS-eket rendel, amelyeknek minden paramétere algebrai, majd

ezekre alkalmazza Hochman egyik eredményének magasabb dimenzios valtozatat.

4. Homogén IFS-ek

4.1. Definicié. Homogénnek nevezziik a ® = {Az+t;|i € A} alaka IFS-eket.
4.2. Tétel (Varju [8]). Legyen X € (0,1) tetszéleges. Ekkor a

Oy ={z— Az, z— \r+1}
IFS-re teljesiil a 2.8. sejtés.

A ®y-ra a 2.4. sejtés trividlis, mert az attraktor A-tél fiiggGen vagy egy intervallum, vagy egy Cantor-
halmaz.
Jeloljiik vy-val az el6z6 tételben szereplé ®y-hoz és az (%, %) val6szintiségi vektorhoz tartozé mértéket.

A vy-t Bernoulli-konvolicionak nevezzik.

4.3. Definicié. Legyen (¢;) fiiggetlen, % paramétert Bernoulli-eloszlasu valtozok sorozata. A @, entro-
piardtdja
HOTW_ &N
h(®y) = lim A &Y) ),

n—o00 n

ahol H a Shannon-entrépiat jeloli.

A Fekete-lemma felhasznalasaval lathato, hogy h(®,) mindig létezik, s6t, a hatarérték valojaban

infimum.
4.4. Tétel (Hochman). Legyen A € (0,1) algebrai. Ekkor

)

Az €l6z6 tétel felhasznéalasaval minden A € (0, 1)-re meghatarozhatd dim vy, mivel a @ csak algebrai

dimvy = min(l,

A esetén tartalmazhat pontos atfedést.
4.5. Tétel (Rapaport, Varju [6]). Definidljuk a

Oy i={x— A,z — Az+1,2— Az+t}
IFS-t. Ha \ € (27%/3,1), akkor ® ;-ra igaz a 2.8. sejtés.

4.6. Tétel. Legyen (n,) tetszdleges pozitiv valdsakbol dllo sorozat. Ekkor van olyan homogén ® IFS, ami

nem tartalmaz pontos dtfedést, de A, (®) < n, minden n-re.

A 4.6. tételre tobbféle bizonyitas ismert. Baker [1] konstrukcidjaban minden hasonlosagi arany %,

Barany és Kaéenmiki [2] pedig megmutatta, hogy @, ; alakd példa is van.
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