A kontinuumbhipotézis kovetkezményei
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A 2021. 6szi félévben folytatott egyéni kutatomunkam f6 célja az volt, hogy az [1] cikk 1.
tételének bizonyitasaban szerepld hidnyossédgokat kijavitsam.

Felkésziilésképpen foglalkoztam a kontinuumhipotézissel ekvivalens feltételekrsl szolod felada-
tokkal, az 1. részben ezek koziil néhanynak roviden vazolom a megoldasat.

A 2. részben pedig kimondom a vizsgalt tételt, majd a teljes bizonyitast is lefrom. Erdemes
még megjegyezni, hogy mint a széban forgo cikkben is szerepel, a tétel allitdsanak megforditasa
is igaz, egyszertien bizonyithat6, hogy a tételben szerepls szinezés 1étezésébdl kovetkezik, hogy
Cc = Nl.

1.

Allitas. A kontinuumhipotézis ekvivalens azzal, hogy R3 particiondlhaté Ay, Aa, As halmazokra
ugy, hogy tetszdleges, az x;-tengellyel pdrhuzamos L egyenesre A; N L véges.

Ha igaz a kontinuumhipotézis, akkor R-et bijektiven megfeleltethetjiik (w; \ w)-nak. Fixaljunk
ezen kiviil minden o < wi-re egy f, : @ — w bijekciot. Ezutan tetszéleges (w1 \ w)3-beli ponthoz
rendeljiink egy olyan wi-beli pontot, aminek két koordindtija véges, gy, hogy ha a vizsgalt
pont legnagyobb koordinataja «a, akkor a mésik koordinata helyett az f,, szerinti képiiket vegytik.
Ezutan ha a kapott pont i. koordinataja a legkisebb, akkor osszuk be A;-be, az igy kapott particio
teljesiti a kért feltételt.

Ha pedig létezik ilyen particio, akkor valamilyen B C R, |B| = 8y és C C R, [C] = N4
halmazokra a H = B x C' x R halmaz egyrészt Ny darab x3-tengellyel parhuzamos egyenesbdl
all, igy |H N As| < Ny, masrészt az is lathato, hogy minden x € R-re B x C' x {z} tartalmaz
As-beli pontot, igy ¢ < Nj.

Ezt a gondolatmenetet altalanositva belathat6 az is, hogy ¢ < N,, pontosan akkor teljesiil, ha
R"™+2 felbonthatd Ay, As, ..., A,so diszjunkt halmazokra tgy, hogy tetszéleges, az x;-tengellyel
parhuzamos L egyenesre A; N L véges.

Allitas. A kontinuumhipotézis ekvivalens azzal, hogy léteznek fo, fi,... : R — R fiigguények,
amikre tetszdleges X C R nem megszdmldalhato halmaz esetén véges sokn < w kivételével f,,|X| =
R.

Tegyiik fel, hogy teljesiil a kontinuumhipotézis. Ekkor legyen A = {a,, : o < w1} az RU {00}
értéki w-sorozatok halmaza, és legyen R = {z, : @ < w1}. Rogzitett x = z,, o < w; mellett
definialjuk az {f;(z) : i € w} valos sorozatot ugy, hogy minden < a-ra legyen k, hogy fi(x) =
ag(k) (ahol agz(k) az ag sorozat k. elemét jeldli). Ezt minden x € R-re végrehajtva olyan fi, fa, . ..
fliggvényeket kapunk, hogy minden ag-ra megszamlalhatéan sok kivétellel minden = € R esetén
létezik n, hogy fn(x) = ag(n) (ugyanis minden 8 < a < wi-re x4-hoz létezik ilyen). Tegyiik
fel most indirekt médon, hogy van X C R nem megszamlalhaté halmaz, amire végtelen sok
n-re f,|X| valodi részhalmaza R-nek. Ekkor vehetiink egy olyan a sorozatot, ami ilyen n-ekre
(R\ fn| X|) egy elemét veszi fel, kiilonben pedig végtelent. De ekkor valamilyen 8 < wi-re a = ag,
ez viszont ellentmond a fentieknek.

A masik iranyu implikaciohoz elegendd egy olyan X C R halmazt venniink, amire | X| = N;.

Allitas. A kontinuumbipotézis ekvivalens azzal, hogy R particiondlhatd A, B nem megszdimldlhatd
halmazokra gy, hogy minden d € R esetén A+ d N B megszamldlhato.



Ha ¢ = Ny, akkor a < wy-re vehetiink X, D, C R, |X,| = |Ds| = R halmazokat, melyekre
f < a<wesetén Hz C Hy, Dg C D, teljesiil, tovabba U{X, : @ < w1} =U{Dy : @ <wi} =R,
és x € Xo,d € Dy esetén (x — d), (x + d) € X,. Ezutan minden « limeszrendszamra osszuk
(Xat1 \ Xo)-t A-ba, (Xaio \ Xar1)-et B-be, (Xai3 \ Xai2)-t megint A-ba, és igy tovabb. Igy
|A| = |B| = ¢, és tetszbleges d € R, d € D, esetén a € (A\ X,)-raa+d € A.

Ha pedig 1étezik ilyen particid, és indirekten azt is feltessziik, hogy ¢ > Wi, akkor azt is
feltehetjiik, hogy |A| > No. Egy b € B ponthoz vegylink egy olyan X C R, |X| = N; halmazt,
amire X + b C B. Minden x € X-hez legyen A, = {a € A : a+ 2z € B}, ekkor |A;| = N, és
|U{A; : x € X}| < Ny, igy létezik a € (A\ U{A4; : = € X}), erre az a-ra a + X C A, igy
|(b—a)+ A)NB| > |X| =Ny, ami ellentmondas lenne.

2.

Tétel (Erdés, Komjath). Ha teljesil a kontinuumhipotézis, akkor a sik pontjai kiszinezhetdk
megszamldlhatoan sok szinnel gy, hogy ne keletkezzen derékszogd hdromszog, aminek a csucsai
eqysziniek.

Bizonyitds. Transzfinit rekurzioval definidljuk minden o < wi-re a H, megszamlélhato sikbeli
ponthalmazt, és egyenesek és korok megszamlalhatd %, halmazat tgy, hogy teljesitsék a kdvet-
kez6ket:
(1) a < B < wy esetén H, C Hg és €, C 6.
(2) Ha A < wy limeszrendszam, akkor Hy = U{Hy : o < A}, és €\ = U{%, : « < A}.
(3) U{Hy: o < wy} = R2
(4) Ha z,y € H, kiilonbozsek, akkor az Sket 0sszekots egyenes, és a Thalész-koriik is €,-ban
van.
(5) Ha z,y,z € H, nem esnek egy egyenesre, akkor a koréirt koriik é,-ban van.
(6) Ha e1,e9 € €, kiilonbozsek, akkor e; Ney C Hy,.
(7) Haxz € C € H,, C egy kor, akkor C-n az x-szel atellenes pont is H,-ban van.
(8) Ha L € %, egyenes, és x € H, N L, akkor az L-re x-ben allitott merdleges is €,-ban van.

Feltettiik, hogy teljesiil a kontinuumhipotézis, igy R?-et jolrendezhetjiik w; tipusban, ekkor
Skolem-tipusu lezarassal megkonstrualhatjuk Ha-t és ,-t.

Szintén transzfinit rekurzioval definidljuk o < wi-re a ¢ : U6, — [w]Y és f : UHy, — w
leképezéseket, ezektdl a kovetkezdket koveteljiik meg:

(9) Ha 2,y € Hor1 \ Ho, & 2 # , akkor £(z) # £(y).
(10) Ha e € 6,, x € e, x ¢ H,, akkor f(z) € p(e).
(11) Ha C € 6, kor, i € ¢(C), z,y € C, f(x) = f(y) = i, akkor x,y nem atellenes pontok
C-n.

(12) Ha C € €, kor, i ¢ p(C), akkor C-n legfeljebb két olyan x pont talalhato, amire f(z) = 1.

(13) Ha L € 6, egyenes, és i ¢ p(L), akkor legfeljebb egy olyan = € L létezik, amire f(z) = i.

(14) Ha Ly, Ly € %, mersleges egyenesek, {x} = L1 N Lo, akkor f(x) ¢ o(L1) N (La).

ElGszor megmutatjuk, hogy az f altal meghatarozott szinezés szerint nem lesz egyszind derék-
sz0gd haromszog: Tegyiik fel, hogy z,y, z derékszoget zarnak be y-nal, és f(z) = f(y) = f(z) = i.
Legyen a harom pont koré irt kor C, ilyenkor x és z atellenes pontok C-n. Ekkor i € p(C) el-
lentmondana (11)-nek, i ¢ ¢(C) pedig (12)-nek mondana ellent.

Igy elég belatnunk, hogy ¢ és f valoban megkonstrualhato a (9)-(14) feltételek betartéasa-
val. Tegyiik fel tehat, hogy a < wi-re mar értelmeztiik -t és f-et €,-n illetve H,-n, azt kell
megmutatnunk, hogy ekkor megfelelgen kiterjeszthetSek 6, 1-re illetve Hy1-te.

Elsének definialjuk f-et (Hoy1 \ Hq)-n, ez megszamlalhaté halmaz, igy létezik w tipusu felso-
rolasa, legyen ez {xg,x1,x2,...}. A (6) feltétel szerint minden = € (Hy11 \ Ho)-hoz legfeljebb 1
olyan e € 6, létezik, amire x € e. Definidljuk f értékét sorban az {xg,z1, 22, ...} pontokon ugy,



hogy f(x;) > max({f(zo),..., f(zi—1)})+2 legyen (i > 1-re), és x; € e € G, esetén f(z;) € p(e)
legyen (mivel p(e) feltevés szerint végtelen halmaz, ez lehetséges.) Ekkor (9) és (10) teljesiilni
fog, tovabba ebben a lépésben végtelen sok szint nem hasznaltunk fel. Mivel egy €41 \ Gn-beli
egyenesen (4) miatt legfeljebb 1 H,-beli pont van, azt is feltehetjiik még, hogy ha L € %, egye-
nes, és x; € L, akkor ha az L-re z;-ben é&llitott merdleges (ami (8) szerint €ny1 \ Gu-ben van)
esetleges H,-beli pontjanak szine j, akkor f(z;) # j.

Ezutan definiadljuk ¢-t a %n41 \ Ga-beli korokon, legyen C € €,41 \ 6. tetszbleges kor. Az
(5) feltétel miatt C-n legfeljebb kettd H,-beli pont talalhat6. Ha ezek szine kilonbozd, vagy
legfeljebb 1 ilyen pont van, akkor legyen ¢(C) = w \ {f(z) : z € C N H,}. Ez végtelen halmaz,
amire (9) és (10) miatt teljesiil (12), és (11) is teljesiil, mivel (7) miatt atellenes pontok csak
ugyanabban a lépésben keriilhetnek C-re, a C N H, elemeit és az ezekkel atellenes pontokat
leszamitva, igy (9) szerint nem lesz egyforma a szintik, a C' N H,-beli pontok szine pedig nincs
©(C)-ben.

Ha C-n két azonos szinti H,-beli pont talalhato, akkor pedig legyen ¢(C) = w. Ekkor (12)
trividlisan teljesiil. (11) igazolasdhoz tegyiik fel indirekt modon, hogy i € ¢(C), z,y € C,
f(x) = f(y) =i, és x,y atellenes pontok C-n. Mint az el6z6 esetben is lattuk, atellenes pontok
csak akkor lehetnek egyszintiek, ha az egyikiik H,-beli. Mindkét pont nem lehet H,-ban, hiszen
akkor (4) szerint C' € %, lenne. Tegyiik fel tehat, hogy © € H,, ekkor y € Hy41 \ Hy. Legyen az
z-t61 kiilonbozs C' N Hy-beli pont z, ekkor f(z) =i. Legyen L; az x és z altal generalt egyenes,
Lo pedig az y és z altal generélt egyenes.

Mivel z,y atellenes pontok, ezek merdlegesek egymaésra, igy (14) szerint f(y) =i ¢ o(L1) N
©(Lg). Viszont f(z) = f(y) = f(z) = ¢ és (13) miatt i € p(L1), és i € p(L2), ez ellentmondas
lenne (hiszen z,z € H, és (4) miatt L1 € G, Lo pedig a z-ben Lj-re allitott merdleges, igy (8)
miatt Ly € Cy,). Tehat C-re is teljesiil (11).

Végiil definialjuk -t a Gh+1 \ Ga-beli egyeneseken is. Legyen L tetszdleges ilyen, ekkor
(4) miatt legfeljebb egy H,-beli pont lehet rajta, ha nincs ilyen, vagy nincs vele egyszind L N
(Ha41 \ Hp)-beli pont, akkor ¢(L)-bél hagyjuk el a rajta 1év6 H,,1-beli pontok szinét, azaz
legyen o(L) = w \ {f(x) : * € LN Hua41}, ha pedig létezik egy ilyen y € L N H, pont, és van
vele egyszini L N Hyy1-beli pont, akkor pedig vegyiik vissza ¢(L)-be y szinét, vagyis legyen
o(L) = (w\{f(z): 2 € LNHa41})U{f(y)}. Ez egyrészrsl mindenképp végtelen halmaz, hiszen
Hy1 \ Hy szinezésekor végtelen sok szint nem hasznaltunk fel, mésrészt teljesiilni fog ra (13),
mivel ¢(L)-bsl csak olyan szineket hagytunk el, amikbdl az (« + 1). 1épésig legfeljebb egy pont
keriilt L-re, és a késbbi lépésekben (10) szerint az egyenes pontjait mar csak ¢(L)-bdl szinezziik.

Tehat azt kell mar csak megmutatnunk, hogy (14) is teljesiil. Vegyiink ehhez két merdleges
egyenest, legyenek ezek Li, Lo € €,y1. Vizsgéiljuk elGszor azt az esetet, amikor csak az egyikiik
van Gu+1 \ €a-bol, tegyiik fel, hogy Ly € €, és Ly € Got1\ Ca, és legyen {x} = L1 N Ly. Tegyiik



fel indirekt modon, hogy f(x) € ¢(L1)Ny(La). A ¢ fiiggvény konstrukcidja alapjan f(x) € ¢(La)
csak agy lehet, hogy létezik y € Lo N Hy, amire f(x) = f(y). Viszont észrevehetjiik, hogy z-hez
Ly az egyetlen 6t tartalmazo €,-beli alakzat, igy ezt az esetet Hyo41 \ Hy, szinezésekor kizartuk.

Igy elegendd az Li, Lo € Gay1 \ € esetet ellendrizniink, legyen megint {x} = L; N Lo. Ha
xr € H,, akkor f(x) € p(L1) csak ugy teljesiilhet, hogy létezik y € L1 N (Hat1 \ Hy), amire
f(y) = f(x), és hasonloan, f(z) € ¢(La) csak akkor teljesiilhet, ha létezik z € Lo N (Hat1 \ Ha),
amire f(z) = f(z), de ekkor a ketts nem teljesiilhet egyszerre, mert y # z ellentmondana (9)-
nek. Tegyiik fel végiil, hogy « € (Hay1 \ Ha), ekkor f(z) € ¢(L1)-b8l kovetkezik, hogy létezik
y € LiNH,, amire f(y) = f(z), és f(z) € ¢(L2)-bdl szintén kovetkezik, hogy létezik z € LaNH,,
amire f(z) = f(x).

Ly

Lo

Vegyiik most y és z Thalész-korét, legyen ez C. Ekkor y, z € H,, és (4) miatt C' € €, tovabba
mivel L; és Ly mer6legesek, © € C. Tehat C' az egyetlen x-et tartalmazd %,-beli alakzat, ezért
(10) szerint f(x) € ¢(C). Ez viszont (11) szerint lehetetlen, mert y és z atellenes pontok C-n,
és f(y) = £(2) = f(z) € 9(C),

Tehat ha a fenti modon jarunk el, akkor ¢ és f valoban teljesiteni fogja a (9)-(14) feltételeket,
igy a sik f szerinti szinezése mellett nem keletkezik egyszinii derékszogli haromszog. O
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