Bencze Tamas

Sziirrealis szamok
(John H. Convay "On Numbers and Games" c. konyve alapjan)

Definici6 (jaték):
1. ha L,R jatékok halmazai, akkor (L, R) (L és R rendezett parja) jaték
2. "minden jaték igy keletkezik"

L elemeit (L, R) balopcidinak hivjuk, R elemeit pedig a jobbopcidinak
(egyiittesen opcidknak). Egy x jaték generikus balopciojat xt-el fogom
jelélni (a jobbakat pedig xf-el).

2. azt jelenti, hogy ha egy tulajdonsagra teljesiil, hogy valahanyszor egy
jaték minden opcidjara igaz, akkor magara a jatékra is, akkor minden
jatékra igaz. Ez ekvivalens azzal, hogy nem létezik olyan sorozata
jatékoknak, amelyben minden elemnek opcidja a kévetkezd elem.

Definicio (<, <, =):

x <y, ha nincs y < z¥, sem y# < x

r=y,har<yésy<uzx

r<y,har<yésaz#y

Definici6 (szam):

x szam, ha jaték, az opcidi szamok, és nincs 2% < 2t

(Innentdl, ha nincs kiilon kiemelve, hogy nem, akkor z, y, z szamokat
jelolnek.)

Allitas: =z ==z

Bizonyitéas indukcioval. (a 2. tulajdonsag alapjan)

Ha x # x, akkor van z¥ > z vagy 2% < z. De o¥ > 2% (indukcio), tehat az
els6 egyenlétlenség definicio szerint nem igaz. (a masik ugyanigy.)

Allitas: ha x < y és y < z, akkor x < z.

Ellenkezs esetben lenne z” > z, vagy x > zf*. De ha z¥ > 2 akkor z >y

miatt x> y is igaz lenne (indukci6), ami ellentmond z < y-nak.

(x > zf-re ugyanigy.)

Tehéat = ekvivalencia-relacioé a szamokon.

Allitas: 2% <

xl % x (ezt kordbban bizonyitottuk), tehét azt kell bizonyitani, hogy
ot <z

De ha ez nincs igy, akkor van (z%)F > x vagy 2t <z

Az elsé (mivel (xF)l < z) ellentmond annak, hogy z¥ £ z, a masodik
pedig annak, hogy x szam.

Allitas: Tetszoleges z, y szamokra x < y vagy y < .



Ha nem x < y, akkor van 2% > y vagy y* < x. De x >zl és y < y miatt
mindkét esetben y < z.

Tehat < egy (teljes) rendezés a szamok = szerinti ekvivalencia-osztalyain.

Allitas: Ha egy z jaték opcioi szamok, és egyenls egy y szammal, akkor
szam.

b <y (hiszen x < y) y < 2¥ (hiszen x > y), tehat al < 2f, és ezt akartuk
belatni.

Allitas (*): Ha z egy jaték, y pedig egy szam, amire teljesiil, hogy

2l <y < 2f x sszes opcidjara, de y semelyik opcidjara nem teljesiil
ugyanez, akkor x = y.

Ha = < y nem teljesiilne, akkor lenne z* > vy, vagy = > yf*. Az els6
ellentmond a feltevésnek, a mésodikbol pedig kovetkezik, hogy

rft > (z >)yf. De zF < y < y®, tehat yl-re teljesiil a feltétel azon része,
ami a feltevés szerint y egyik opcidjara sem teljesiilhetne, ellentmondas.
(z Z y ugyanigy.)

Koévetkezmény: Ha y > x, akkor z-hez jobbopcidként hozzavéve y-t, a
kapott jaték egyenls z-el. (Ez akkor is igaz, ha ilyen y-ok tetsz6leges
halmazat vesziink hozza.)

Kovetkezmény: Ha a1 > x| akkor ha x balopciti koziil elhagyjuk zl-t,
akkor a kapott szam egyenld z-el. (Ez akkor is igaz, ha ilyenek tetsz6leges
halmazat hagyjuk el.)

Definicié: x rendszam, ha minden opcidja rendszam, és nincs jobbopcidja.
Allitas: Az z-nél kisebb rendszamok halmazt alkotnak.

Ha y # x rendszam, akkor y < % (hiszen y® nincs).
De {y|ly < 2, y rendszam} halmazt alkot minden x*
unidja is halmaz.

-re (indukcid), igy ezek

Allitas: Ha x rendszam, akkor z = ({y|ly < = rendszam}, 0)

(kovetkezik az el6z6 2 allitasbol)

Allitas: Ha z-nek nincs jobbopcioja, akkor egyenls ({y|y < =

rendszam}, ())-vel; tehat rendszam.

Mivel y < x, ezért létezik o7 > y (hiszen y < x nem lehet), tehét

({yly < x rendszam}, ())-re teljesiilnek * allitas feltételei, igy egyenls x-el.
Allitas: f(z) = inf{yly > f(2*) minden x’-re} egy rendezéstarto bijekcié a
rendszamok és a Neumann-rendszamok kozott.

Azt kell bizonyitani, hogy f joldefinialt, rendezéstarto, és minden
N-rendszamnak van Gse. Mindegyik trivialis.



Mj..f({yly < = rendszém}, 0)) = {f(y)ly < «}
Allitas: b(w) = inf{inf{y|y rendszam, y > b(z) = minden 2
opcidjara}|r = w} egy joldefinialt leképezés a szamokrol a rendszéamokra.

Indukecio.

b(x)-et x sziiletésnapjanak hivjak.

Allitas: O, = {z|b(x) < a} halmaz. (trivi)

Allitas: z = ({yly € Opw)»y < 2}, {y|y € Opw), y > x}) (* 4llitds miatt)
Kévetkezmény: ha b(z) = b(y), x < y, akkor létezik < z < y, amire

b(z) < b(x)

Definici6 (sign-expansion):Legyen

k(x,z) = ({yly € O.,y <z}, {yly € O,,y > x}), egy leképezés a szamok és
rendszamok parjairél a szamokba. Egy x szam sign-expansion-jén azt az e,
leképezést értjiik a rendszamokbol a {—, 0, +}-ba, amire e,(y) = —, ha
k(z,y) > x, 0, ha k(z,y) = x, és +, ha k(z,y) < x.

Mj.:Lathato, hogy e,(y) =0 < b(x) <y

Legyen ezeken a rendezés a lexikografikus rendezés, és — < 0 < +.

Allitas: = < Y= e, <€y

Legyen t az els6 hely, ahol eltérnek. Ekkor k(x,t) = k(y,t) = K (indukcio
t-ben, hasznalva a legutobbi kovetkezményt), és K sign-expansion-jet-ig
megegyezik z-ével, utdna 0. Alkalmazva az allitast (indukcio) z-re és K-ra,
majd K-ra és y-ra, azt kapjuk, amit vartunk.

Tehat © — e, rendezéstarto (igy injektiv).

Allitas: Ez a leképezés sziirjektiv(-en képez azon a rendszamokbol a
{—,0,+}-ba képezé leképezésekbe, amelyek egy ponttol kezdve azonosan
0-k, el6tte meg sehol sem 0-k).

Ha s egy ilyen leképezés, akkor legyen f(s) az &se (amennyiben van).
Indukci6 az elss 0 érték helyében: legyen f(s) = ({f(t)|t < s, t-ben
korabban van az els6 0}, { f(¢)|t > s, t-ben korabban van az els6 0})

Definicio(+,0,-):
v+y={a" +yo+y"} {2 +y 2 +y"})

Allitas: s <y r+2<y+z
< Hax+z<y+z akkor ol + 22y +2és v+ 2 2y + 2, tehat
(indukcio) xl % y és x # yf, tehat (definicio) z <y
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=: Hax + 2z £ y + 2z, akkor 4 eset van:

bt e>y+zax+2 >yt e+ >y b+ 2>y + 28

Az els6 és a harmadik esetben az el6z6 rész alkalmazhato (, és azt adja,
hogy x £ y, ahogy akartuk). A masodik szerint x + 2% &£ (y + 2)F, tehat
x+ 2L £ y + 2%, amire indukcié alkalmazhaté. (a 4.-nél hasonléan)

Kovetkezmény: Ha z, y szamok, akkor x + y is szam.

Allitas:
r+y=y+zx
O+z==x

(z+y)+z=z+(y+2)

Indukciéval kénnyen bizonyithatok.

Allités: —x +2 =0

—r+2>0& (—z+2)f £06és —z+2 £0F (a2 nyilvan igaz, mert nincs
0b)

(—x + 2)® £ 0, mert ennek balopcidja —zf + 2% vagy —al + 2L, ami
nemnegativ (indukciod, < definicioja)

(—x + x < 0 ugyanigy megy)

Tehét a szamok (= szerinti osztéalyai) kommutativ csoportot alkotnak az
Osszeadasra nézve.



