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1. Bevezets

e L0,

A kutatéomunka célja az unitér csoportok homolégidjanak megértése Morse-Bott fiiggvények segitségével. A
szamitasok nagyban leegyszertisodnek, ha az ember konjugélasinvarians fliggvényeket tekint, hiszen elegendé
a diagonalis matrixokkal foglalkozni, viszont azzal a hatrannyal jar, hogy nem kritikus pontokat, hanem

nemelfajult kritikus sokasagokat talalunk, tehat nem elegendd az "egyszert" Morse elméletet alkalmazni.

2. A Bott-féle Altalanositas

2.1. Kritikus sokasagok és integralgorbék

2.1. Definicié. Legyen M™ egy kompakt sima sokasag, f : M™ — R egy sima fiiggvény, melynek kritikus
ponthalmaza beédgyazott sima részsokasiagok uniojaként all elg és a masodik derivaltja nem elfajult ezen

sokasagok normaélnyalabjain.

A Morse esethez hasonléan definialjuk egy kritikus pont indexét a norméalnyalabon értelmezett masodik
derivalt negativ alterének dimenzidjaként. Vilagos hogy ez az érték lokélisan konstans, igy a kritikus sokaséagok
osszefiiggd komponensein allando, ezzel felosztva Crit(f)-et |J!~, N; alakban, ahol Vp € N; C M : ind(p) =
i. Vegylnk egy g Riemann-metrikdt M-en és jeloljik a — grad f vektormezd altal generalt folyamot ¢-
vel. Az U(N;) = {p € M : limy_, o ¢+(p) € N;} halmazt az N; instabil (leszdlls) sokasdgdnak nevezzik,
hasonloéan definidljuk az S(N;) stabil (felszdllo) sokasdgokat is (ahol ¢ — o0). [Mil63, 3.5 tétel]-bdl tudjuk,
hogy az instabil sokasagban N; minden pontjahoz egy index dimenzios nyilt gomb tartozik, tehat U(N;)
a normélnyalab (f.. szerinti) negativ részének egy beagyazasa (kiilonb6z8 pontokba futé integralgérbék
nem metszhetnek). A tovabbiakban kulcsszerepet fognak jatszani az egyes kritikus sokasagok kozott mend
integralgérbék alkotta terek.

M(N;, Ny) = (U(N)) N S(N;) /R,

ahol a faktorizacié a gradiens folyam hatasaval torténik. A definiciébol adoddan van két természetes leképezés
N, S op ' N ot :
M(N;,N;) = N; p .fy»—)tlgr_noofy(t), M(N;,N;) = N; p .7»—>tli>n&7(t)

melyek kiterjednek sima leképezésekké a kompaktifikalt modulusterekre is, p™ th p~, tovdbba p~ egy fibralas
([AB95, A.3 szekcid]). Ha generikusan vélasztjuk f-et és g-t a fel- és leszallo sokasagok is tranzverzalisan
fogjak metszeni egymast és az M (N;, N;)-k sima (ind~ (N;) — ind* (N;) + dim(N;) — 1 dimenzios [BH10, 10.

lemmal) sokasagok lesznek (indjE S pozitiv és negativ altérének dimenzioit jeloli).



2.2. Tétel ([Hut02, 2.1 tétel],[AB95, 2.5 lemma]). Az M(N;, N;) sokasdg kompaktifikdlhato M-ben egy "sar-

"

kos" sima sokasdggd.

A kompaktifikacié abbdl all, hogy tekintjiik a "torott" integralgérbéket, vagyis p = aq,az,..,ar = q €
Crit(f) pontokat és -; integralgdrbéket, melyek a;-b8l a;y1-be haladnak. Ha nem egypontiak a kritikus
halmazok, akkor persze megkoveteljiik, hogy egy torott integralgdrbe a téréspontjaban a kritikus sokasédgnak
ugyanazon pontjabol induljon ki, mint ahova beérkezett, ezt a p* : M(N;,N') — B’, p~ : M(N',N;)

fiiggvények visszahuzasaval (2.5. definicio) érjiik el.

2.2. A Morse homolégia

A lanckomplexust a Morse esetben a kritikus pontok fogjék generalni az indexiik szerint értékelve, a hatér-
leképezés pedig megszamolja (mod 2, vagy a lent taglalt elGjeles modon), hogy héany integralgorbe fut egy
kritikus pontbdl az eggyel kisebb indextiekbe:

Op =" #M(p,q)q.

g€eCrit(f)
ind(g)=ind(p)—1

Az eloz6 tétel értelmében ez értelmes, hiszen ha az indexek kiilonbsége 1, az integralgérbék modulustere
kompakt 0-sokasag lesz. Az irdnyithato esetben vélasztunk még tetszéleges iranyitasokat az instabil soka-
sadgokon, M irényitasaval egyiitt ez ad egy egyértelmi iranyitast a stabil sokasdgokra, és az integralgérbék
tereire. Ezzel a hatarleképezés annyiban valtozik, hogy az irdnyitas altal kapott elGjelek szerint kell 6sszeadni
a tagokat. A kompaktifikdcios tételbdl kovetkezik, hogy valoban egy lanckomplexust kapunk. 92(p)-ben min-
den ¢ : ind(q) = ind(p) — 2 generator egyiitthatoja a p-bél g-ba folyd tort integralgorbék szaméat adja meg,
ugyanakkor M (p, q) egy kompakt 1-sokasag melynek pereme pontosan a tort integralgérbékbdél all, ezekbol
pedig péros sok van (iranyithato esetben ellenkez6 elGjeld a két végpont).

Hasonl6 médon definialhaté egy kohomoldgia M-en, a kohatarleképezés szintén a két kritikus pont kozotti
integralgorbéket szamolja (elGjelesen):

dp=>Y_ #M(q,p)q.

qeCrit(f)
ind(g)=ind(p)+1

2.3. Tétel ([Hut02, 3.1 tétel]). Az imént definidlt homoldgia (és kohomoldgia) megegyezik a sokasdg szingu-

ldris homoldgidjaval (kohomoldgidjdval).
Ezen tételbdl azonnal adédik az ismert allitas:

2.4. Kovetkezmény (Poincaré dualitas [AB95, 2.4 kovetkezmény]). Legyen M™ egy kompakt éGsszefiiggd
n-sokasdg, ekkor
H;(M",Z2) = H" "(M",Z5)

Bizonyitds. Legyen f generikus Morse-fiiggvény M™-en, g pedig egy generikus metrika, a kritikus pontok
lanckomplexusa (©C(;), O7). Tekintsiik most a —f fiiggvényt, vilagos hogy erre is teljesiilni fognak a generi-
citési feltételek, viszont a kritikus pontok indexe a komplementerére valtozik (i <> n — i). Az ezen fliggvény
altal meghatéarozott lanckomplexus (©D;),0~) ahol viligos, hogy C(;) = D(,—;). A hatérleképezés pedig
0" p= Zq:ind(q):ind(mﬂ #M (q,p)q lesz ha atirjuk az eredeti f szerinti modulusterekre és indexekre. Ez pont

172 és M?, de nem R”-en, hanem R?~* x [0, 00)¥-n van modellezve



az f altal nyert Morse kohomolégia kohatarleképezése, ugyanakkor ennek a komplexusnak is M szinguléris
homologiajat kell adnia, tehat valoban H;(M", Zs) = H"{(M", Zs). O

Megemlitends végiil, hogy a Poincaré polinom P (t) mintajara definialhaté a Morse polinom: Qp(t) =
> #{p € M :ind(p) = i}t!, az iménti 2.3 tétel értelmében Qp; > Py egyiitthatonként, ezek a gyenge Morse

egyenldtlenségek.

2.3. A Morse-Bott homoloégia

A Morse-Bott esetben t6bb kiilonboz6 leirast talaltam a szakirodalomban ([BH10, 5.1. szekcio],[AB95, 3.2.
szekcio],[Hut02, 6.2.4. szekcio]), ez utobbin alapszik a fejezet.

2.5. Definicio. E;, E», B topologikus terek és adva van két leképezés f; € C(E;, B) akkor a

E1 XB E2 = {(61,62) S E1 X E2 : fl(el) = fg(eg)}
teret nevezziik a két fliggvény visszahtuzottjanak.

Ez egy hasznos formalizmus a fent leirt kompaktifikacio kezelésére, a tér iteralt visszahtuzasokbol fog allni
a "kozépss" kritikus sokasagok felett, vagyis Gsszefliggd torott integralgérbékbsl. Az iranyitaskévéket és egyéb
kellemetlenségeket elkeriilends a tovabbiakban (is) f6leg mod 2 adjuk meg a konstrukciot, a {6 problémat az
okozza, hogy még ha a sokasig és a kritikus részsokasagok iranyithatoéak is, a normalnyalabnal erre nincs
garancia.

A Morse-Bott homolégia alapotlete, hogy a kritikus sokasdgok homoldgidjaval akarjuk leirni a teljes
sokasag homologiajat tgy, hogy egy kritikus sokaségbeli szimplex helyett a teljes leszallo orbitjat tekintjiik,

ez elvezet a lanckomplexus definiciéjahoz.

2.6. Definici6. Legyen C egy lanckomplexus. Jeldlje C[i] azt a C-bél nyert lanckomplexust, melyre C(y) =

Cli](k—q) (tehat a k értékelést részcsoport k — i értékelést lesz C[i]-ben), hasonléan a hatérleképezésekre. Le-

e 0.

lanckomplexusa
P c(V)[ind(N)]
N 0Osszefliggs
kritikus sokasag
alaku lesz.

A hatarleképezést a fenti megjegyzés figyelembevételével a kovetkezs formuldval definialjuk:

0o = 0no+ Y _pt(M(o,N'))
N'#N
A lTanckomplexus dimenzidcstusztatasa miatt ez valoban egy -1 foku leképezés, illetve a Morse esethez hasonlo
érvelés a peremekrsl mutatja hogy valéban lanckomplexust kaptunk, az ehhez tartozé homolédgiat nevezziik

a sokasag Morse-Bott homologiajanak.

2.7. Megjegyzés. A hatérleképezést technikai okok miatt valojaban csak bizonyos szimplexekre definialjuk,
siménak kell lenniiik és minden lapnak transzverznek az Gsszes p~ leképezésre. A sima sokasagokra érvényes
approximacioés és transzverzalitasi tételek tiikrében ezzel persze az altalanossagot nem szoritjuk meg, ezen

szimplexek altere is a szingularis homologiat generalja.



A lanckomplexus ismeretében kiterjeszthetjiik a Morse polinom definicijat erre az esetre is:

2.8. Definicié. Az M sokasiag Morse-Bott polinomjat a kovetkezd formulaval definialjuk:

Qu(t) = > "™ Py, (1)
N, Osszefliiggd
kritikus sokasag

(ez természetesen fiigg az f fliggvény vélasztasatol).

A vart egyenlGtlenségek ezesetben is teljesiilni fognak, hiszen meglep&en egyszertien ellenérizhetjiik, hogy
ezuttal is a szingularis homologiaval izomorf elméletet kaptunk. Az f = 0 fiiggvénynek egyetlen kritikus
sokasaga van, maga M, az extra tagok nem fognak megjelenni a hatéarleképezésben. Megemlitendd tovabba,
hogy egy generikus homotopiat véve két Morse-Bott par (fliggvény és metrika) f;, g; kozott definidlhatod
egy lancleképezés a két fliggvény altal meghatarozott homologia kézott mely lanchomotép az identitassal.
Kovetkezik, hogy a Morse-Bott homologia fliggetlen f, g-t6l.

2.9. Példa. Tekintsiik az imtr : U(2) — R figgvényt. Egy kétdimenzios unitér
métrix dltalanos alakja (76%3 eilq)ba) ahol [a|?+[b|> = 1. Az (£9), (% 5), (9¢) 4 L
és (99) vektorok kifeszitik az egységelem érintéterét, nevezziik ezeket vy, .., vs-
nek. g € U(2)-re & (imtr(gexptv;))|i—o = 0 egyenleteket tekintve a kritikus
pontokra a kovetkezd adoddik az el6bbi paraméterezés szerint: (zf% 7;2) egy 1
kritikus CP! = S? a 0 kritikus értékhez, tovabbé egy maximum és egy minimum
pont a +1 értékekhez (iol ﬁz)
A parameéterezésbdl egyszert derivalassal kiszamolhato tovabba, hogy a kri-

0 )

tikus gomb diag(i,-1) pontjaban a Hesse matrix

00 0 O 1. abra. A kritikus sokasa-
00 0 O gok sematikus képe

00 0 -1

0 0 -1 1

alaki, vagyis a kritikus gémb indexe 1. Kévetkezik, hogy a Morse-Bott lanc C(x)[4] & C(S?)[1] @ C(x) alaki

0(5) — Z(4) — Z(g) — 0(2) — Z(l) — Z(o) — 0

lanckomplexust adja, ebbsl a homologia mar kiszamolhato:

i 0 1 2 3 4 5<
HU®2)|Z Z 0 Z Z 0

A Gram-Schmidt ortogonalizaciobol tudjuk, hogy U(n) Osszefiiggs, vagyis Ho(U(n)) = Z. Ebbdl azonnal
kapjuk, hogy 9; = 0, hiszen masképp nem lehetne a megfelel§ faktorcsoport Z, ezért pedig H1(U(2)) = Z is
teljesiil persze. — f-et tekintve (vagyis a Poincaré-dualitas miatt) hasonléan kapjuk Hy = Hs = Z-t is, végiil
Hy = Cg) = 0.

3. Konjugaltosztalyok és centralizitorok

Ahogy a bevezetGben is emlitettiik, hasznos szamolési technika az unitér és egyéb Lie-csoportokra ha osz-

talyfliggvényeket tekintiink (mint az elgbbi példdban), mert a kritikussagi és indexszamolasokat elegends a



konjugalassal specialis (esetiinkben diagonalis) alakra hozott elemeken elvégezni. [Frall, Appendix E|-ben az
ehhez sziikséges alapvets tételek és Gtletek megtalalhatoak, ezeket réviden taglaljuk, az egyszertiség kedvéeért

az unitér csoport specialis esetére szoritkozva.

3.1. Definici6. Egy Lie-csoport legb6vebb 0Osszefiiggé kommutativ részcsoportjait mazimdlis téruszoknak

hivjuk. Az unitér esetben ez a diagonalis métrixok alkotta részcsoport, illetve az ezzel konjugélt részcsoportok.

Egy g elem centralizatora C, egy bedgyazott részsokasdg?, mivel ez egy zart részcsoport, a konjugal-
tosztalyokbol allo U(n)/Cy tér is egy sima sokasag, melyen U(n) balszorzassal hat siman, tranzitiven. A

konjugaltosztalyok sokasédga nem csak faktorként jelenik meg, hanem részsokasagként is.
3.2. Tétel. A ¢ : hCy — hgh™! leképezés egy sima begyazds 1 : U(n)/Cy — U(n).
Ezt a beagyazott sokasagot a tovabbiakban Mg-vel fogjuk jelolni.

3.3. Tétel ([Frall, E.2 tétel|). Az dsszes bedgyazott M, sokasdg pdros dimenzids, tranzverzdlisan® metszi a
mazimdlis toruszt és x(Mgy) = #M,NT.

Specialisan tehat véges sok metszéspont van. Ha f osztalyfiiggvény, akkor a kétoldali invaridns met-
rika szerinti gradiense érinti a maximaélis toruszt ([Fra65, 1. lemma|), igy elegendd ezen kritikus ponto-
kat keresni, mivel a konjugalas izometria, ezek teljes orbitja kritikus lesz. Ezen észrevételekbdl kiindul-
va [Fra65, 3. fejezet| szerint az U(n) diagonalis matrixaibol allo maximélis toruszon koénnyen lathatéan a
g, = diag(1,1,...,1,—1,—1, ..., —1)-al konjugalt méatrixok lesznek kritikusak a f = Retr fliggvényt tekintve.
Cy, blokkdiagonalis matrixokbol all: U(k) x U(n — k), ha az els6 tagban az egységméatrixot vessziikk f-nek
lokalis minimuma lesz gp-ban, illetve maximuma ha a masodik tagban fixaljuk az egységmatrixot. Mivel
dim M, + dim Cy, = 2n ezzel latjuk hogy U (k) x —I a leszallo sokasag ebben a pontban, igy az index k2, a
faktorizaciot elvégezve pedig kovetkezik, hogy a kritikus sokasdgok W), , komplex Grassmann sokasagok. FEz
egybevag az imént kiszamitott példankkal (Ws 1 = CP' = 52), azonban csak a Betti-szamok meghatéarozasa-
hoz elegendd, a teljes homolégiat nem tudjuk altalaban leolvasni.

3.4. Példa. Ha altalaban nem is, a kdvetkez6 dimenziohoz még van elég informa-

cionk. Az f fliggvény kritikus sokasagai tehat két pont és két komplex projektiv 9 L
sik. Az Stlet* ezuttal az lesz, hogy f-et approximaljuk egy Morse fiiggvénnyel

gy, hogy a kritikus sokasdgokon vesziink ilyeneket és egy tubuléris kornye- 4 O

zetben konstansként, majd egy kissé b&vebb koérnyezeten kiviil méar nullaként

kiterjesztjiikk az egész sokasagra, ezeket az N; C M — R fliggvényeket nevez-
ziikk fi-nek. KellGen kis e-ra f + €Y f; Morse lesz, a kritikus pontok az egyes

Qo
19,]
onvhARonp

0

fi-k kritikus pontjaibol allnak, az index pedig ind s (p) +indy, (p) lesz a konstans

kiterjesztés miatt. Tovabba ha két kritikus pont egyazon kritikus sokaségon he-
0 )

lyezkedik el, e-t kellGen kicsinek vélasztva a hatéarleképezés egyezni fog az f;

altal kapottal N;-ben. Végiil két kiilénbozd kritikus sokasidg N;, N; kozott a 2. abra. U(3) a perturbalt

perturbalt fiiggvény hatarleképezését gy hatarozhatjuk meg, hogy az f; és f; fiiggvénybl kapott felbo
iiggvény ap elbon-

szerinti le- és felszallo sokasagok kozotti integralgérbéket szamoljuk meg. tassal

2az f(h) = hgh™! sima leképezésnél f~1(g) = C,
3A dimenziok Ssszege nem feltétleniil maximalis, de az érintdtérben maximalis dimenziés alteret general TyT+Ty Mg < ToU(n)
4[Hut02, 6.5], [AB95, 3.4], [Bou02, 2.2 11.0]



A konkrét esetben tekintsiik a ¢y : [20 1 21 : 22] = 2|20]% + |21]? + 3|22/%,
Ga t [20 1 21 1 29] +> 3|20|® + 2]21] + |22]? fiiggvényeket a két komplex projektiv sikon, kénnyen lathatéan
3 kritikus pontjuk van, 0,2, 4 indexekkel (1d. [Mil63, §4.]), elvégezve az imént leirt perturbéciot a kovetkezs
lanckomplexust latjuk:
C(x) @ C(CP?)[1] © C(CP?)[4] @ C(x)[9] (1)

Ismét tudjuk, hogy Osszefliiggd a tér, tehat 9; = 0. A fenti fliggvénybdl kapott lanckomplexus szerint
C(CP?) = Zyy — 0 — Zz) — 0 — Zy) — 0. Tekintsiik (az (1) komplexusban) 95-6t, legyen Z) = (o) és
hasonloan Z4) = (3). A Morse homolégia definici6ja szerint meg kell szamolnunk a — grad f szerint o — 3
integralgorbéket, azonban egy ilyen gorbére megszoritva f monoton csokken, tovabba f(a) = —1 < 1 = f(p),
kovetkezésképp O is nulla. Sziikségiink van még 04-re, a fenti leiras szerint megszamoljuk a p 4 indexi kri-
tikus pontbdl a ¢ 3 indexd kritikus pont felszallo gdmbjébe tarto integralgorbéket (a 4 indexd kritikus pont
minimum, gy a leszalld sokasidga csak 6nmagabol all). ¢ a fenti fiiggvény megvalasztasa miatt a (é —21 ,81)
matrix lesz. Az elsG oszlopot kivalaszto pry : U(3)/U(1) x U(2) — CP? leképezés diffeomorfizmus (az inverzé-
hez egy [2g : 21 : 23] elem merGleges kiegészitGjéhez tetszileges ortonormélt bazist véve joldefinialt leképezést
kapunk). ¢1-nek 2 indext kritikus pontja az [1 : 0 : 0], a zp # 0 kornyezetet koordinatazzuk %zl valos és
komplex részével (z;,y;, i = 1,2). Ebben a bézisban felirva — grad f = {2351 2u1  —2x9 —2y2]T adodik,
vagyis a 2 indexi kritikus pont felszallo sokasaga a [zp : 0 : 25] alaki pontokbol all. A 3.2 beagyazast és az

imént megadott diffeomorfizmust hasznalva beagyazzuk ezt a kritikus gombot U(3)-ba.

zo —z3 0 ‘Z0|2 — |ZQ|2 0 22029
[ZO :0: 22] = |0 0 1| — 0 -1 0
V) 70 0 27022 O ‘22|2 — |Zo|2

A 4 indexii sokasagot hasonléan azonositjuk a projektiv sikkal (ezuttal az utolso oszlopat folhasznalva), igy p =
(é g _81> lesz. A példa el6tt taglalt [Fra65, 3. fejezet| szerint a(z f szerinti) leszallo sokasag ebben a pontban
U(2) x (—1) lesz, ez az imént kiszamolt (¢ szerinti) g-bol felszallo gdbmbot a zg = 0V 2o = 0, |22 +|20]? = 1
feltételek miatt csak ¢-bol kiindulé trajektoriaban metszheti, ¢ mostméar f szerinti felszallo sokasaga pedig
(1)xU(2). A metszetben csak diagonalis matrixok lehetnek, (é ei<’gif> _81 ) szolgaltatja a két ellenkezd elsjeltd®
gorbét, tehat 94 = 0. Kifejtve az (1) komplexust a kovetkezd adodik:

Lg) % Zgy — 0 = Z) N Zs) N Zay 2 Zzy — 0 — Zq) 2 Z o)

Ebbd]l mar leolvashatjuk a homologidkat:

HU®B)|Z Z 0 z Z Z Z 0 Z Z 0

5 Az elemenkénti konjugalas U(3) iranyitasat megtartja, a fel- és leszallo sokasagokét megforditja, a két gérbét pedig egymasba
viszi. g-ban a két gorbe irdnya ellentétes elGjeld, mivel a fel- és leszall6 sokasag iranyitasa is megfordul, ugyanazon iranyitas-
osztalyhoz kell viszonyitanunk, a gérbék iranyat viszont megforditja tehat valoban ellenkez&ek (1d. [Hut02, 2.2 (3)], [AB95, 131.
o.]).
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