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1. Waveletek-és™ adaptiv ortogonalis projekciok

*Habar korabban waveletekkel is foglalkoztam (tanulés szintjén), azonban tugy
alakult, hogy ebben a félévben nem jutottak olyan hangsulyos szerephez abban a

téméaban, amit probaltam atnézni, ennek okan a beszamoldéban sem irok roluk.

1.1. VP modszer

Legyen H egy Hilbert tér (a tovabbiakban ez az L? tér vagy a H? Hardy tér lesz).
Ha adva van egy ®@,(n € N) teljes ortonormalt sorozat, akkor tetszéleges f € H-t

rogzitett n € N*-ra az

n—1
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részletosszegekkel kozeliteni tudunk. Ha S, = span{®y, ..., ®,_1} C H altér és
P, az S,-re val6 ortogonalis projekcio, akkor fn = Pg, f, tovabba

dist(f,Sy) = inf ||g = fIl = min|lg - fIl = [|Ps, f - fII.
geS, g€8S,

Habar ez a fajta approximécié nagyon sok esetben hasznos, azonban bizonyos
esetekben nem elég rugalmas és nem elég hatakony. A témekor, amivel foglalkoz-
tam, alapotlete az, hogy a @, fiiggvényeket lecseréljiik egy @, fiiggvénycsaladra,
ahol n € R™ egy olyan (nemlinearis) paraméterezés, amivel a fiiggvénycsalad teljes
ortonormalt sorozat marad. Vagyis a feladat felirhat6 a kovetkezd minimalizalasi

problémaként:
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Diszkrét esetben, rogzitett n-ra a ci(n) linearis paraméterek konnyen kiszamol-
hatoak a Moore-Penrose pszeudoinverz segitségével. A optimélis -t azonban sokszor
nem egyszerd explicit kiszamolni, ezért ezt példaul valamilyen gradiens alapt mod-

szerrrel lehet optimalizalni (példaul Levenberg-Marquardt algoritmus, minekutana



az n-ra nézve egy nem-linearis legkisebb négyzetek probléma). Ebben az esetben

célszerd a
0
Jik = 5 (Blr ) @)

Jacobi matrix elemeit kiszamolni, ahol
e c(n) = (co(n),...,cn-1(1)) a linearis paraméterek;

e B(n,¢) = Z;(l) ()@, a ¢ € R'nel linedrisan és az n € R™-mel nem-

linedrisan paraméterezett fiiggvény;

e 1;-k pedig a i € I véges halmazzal paraméterezett értelmezési tartomany pont-

jal.

Ehhez a [3] cikkben leirt modszert lehet hasznalni.

1.2. Hermite rendszerek

A wkx) = e stlyfiiggvénnyel stlyozott L?(R) Hilbert térben a H, (n € N)

2 .. monomok

Hermite polinomok egy teljes ortogonalis sorozatot alkotnak (az 1, x, x
Gram-Smidt ortogonalizaltjai a w sulyfiiggvényre). Ezekbdl egyszertien lehet teljes

ortonorméalt sorozatot késziteni a klasszikus L2 Hilbert-térben a kovetkezé modon:

X2
H,(x)e 2
Va2 2mp!

Ezeket a ®,-eket Hermite fliggvényeknek nevezziik. Ezekbdl tgy kaphatunk

®,(x) = (x eR).

adaptiv rendszereket, hogy az affin transzformaltjaikat paraméterezziik, vagyis a € R

eltolassal és A € R, dilatacioval:

O4(x) = @, (Ax +a).

Az a és a A optimalizalasaval jobb kozelitéseket kaphatunk, anélkiil, hogy novel-

nénk a Fourier-egyiitthatok szamaét.

1.3. Malmquist-Takenaka rendszerek

A Malmquist-Takenaka rendszerek (réviden MT-rendszerek), olyan teljes orto-
gonalis rendszerek, melyek paraméterezéséhez végtelen (pontosabban tetszélegesen
sok) paramétert lehet hasznalni. Ezt a témakort elsddlegesen Schipp Ferenc Tanar
Ur [1] jegyzetébsl dolgoztam fel. Ennek nem jutottam el a végére, azonban ez a ko-
zeljovében meg fog torténni, mert ez alapjan tervezek tovabb kutatni (illetve TDK-t

és szakdolgozatot irni).



1.3.1. Blaschke-fiiggvények

A Malmquist-Takenaka rendszerek bevezetéséhez sziikségiink lesz a Blaschke-
fiiggvények fogalméra.

Egy adott 0 # a € C komplex szamra vezessiik be az a* = 1/a jelolést.

1.1. Definicié. Legyen a € D egy tetszGleges komplex szém, ekkor a

Z—a

B,:C\{a"} »C B,:zm— -
1-az

fiiggvényt az a paraméterii Blaschke-fliggvénynek nevezziik.

Gyakran célszert kiterjeszteni a Riemann-gémbre a kévetkezd modon:

B,(a") = oo, illetve B,(o0) = —a”.

1.2. Megjegyzés. A B, fiiggvény polusa (a*) az egységkorre vett tiikorképe (z +— 1/z)
a gokének (a).

Tetsz6leges a, z € C-re fennall a kovetkezs egyenlGség:

(1-1zH(1 - a?)
1 —az|? '

Ezzel konnyen belathato, hogy B,(D) € D és B,(T) C T (ahol B,(X) az X c C

halmaz képét jeloli B,-nal). Tovabba B, invertalhato és B;l = B_,. Innen adodik,

1- |Ba(z)|2 =

hogy Ba|D és BalT homeomorfizmus.
A tovabbiakban a Blascke fiiggvényeket a korlapra (vagy az egységkorre) meg-

szoritva fogjuk hasznalni.

1.3. Megjegyzés. Definidlhatunk Blaschke-fiiggvényeket a felsg félsikon is és a Cayley
transzformacio segitségével belathato, hogy ezek kolcsonosen egyértelmiien megfelel-

tethetGek a korlapon definialt Blaschke-fiiggvényeknek. Tetsz6leges a € C,-ra legyen:

Z—da

b, :C, - C, b,z -
z—a

Ekkor felirhaté az alabbi egyenl&ség:
B,

Mivel a B“|T fiiggvény homeomorfizmus, ezért egy megfelels B, : R — R fiiggvény
segitségével felirhatd az alabbi alakban:

t € R-re:

Ba|T(eit) = ¢Pall),
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Tetszbleges s € Ry-ra legyen:

2arctan(stan(¢/2)), hate€ (-, m)
y‘s(t) =3\ -, hat=-nx

T, hatr=mnm

és definidljuk a y fiiggvényt a y olyan #-beli kiterjesztéseként, melyre yl[_n A= 0%
és ys(t +2m) = y,(t) + 2.

Tovabba definidljuk az s : [0,1) — R s r e %—j fliggvényt. Ekkor A
kovetkez6t allithatjuk:

1.4. Tétel. A yy) figguény (t-szerinti) derivdltja a Poisson magfigguény:

1—r2

1 —2rcost + r?

'}’;(r)(t) =P, (1) =
Tovdbbd a € D-re a = re'® esetén a B, Blaschke-fiigguényhez fentebb emlitett B,
fligguényre teljesiil, hogy Ba(t) = vy (t — @) + a, vagyis:
Ba(eit) — iBa(t) — Hi(ys(r(1-a)+a)

Ugyan (a D-vel paraméterezett) Blaschke-fiiggvények kompozicidja kivezet a
Blaschke-fiiggvények korébdl, azonban ezt meg lehet javitani, mert a kompozicio-
val kapott fiiggvény mod T Blaschke (vagyis B, alaki, ahol € € T és a € D). Vagyis
D x T segitségével be lehet vezetni egy csoportstruktirat:

B :={B, :=¢eByla :=(a,e) e DxT}

A a1 = (a1, &1) és ag = (az, &2) D X T-beli elemekre B, = By, o By,, ahol:

. a1 +ase& 1+ aldgéfz
a=(a,&) =& ——, €182 - .
1+ ajasées 1+ ajases

1

Az a = (a, &) esetén pedig B, inverze B,-1, ahol a™" = (—¢a, €).

1.5. Megjegyzés. Ha a D-n tekintjiik a hiperbolikus stk Poincaré féle korlap modeljét,

akkor a B csoport elemei ennek az iranyitastartd izometriéi lesznek.
1.6. Megjegyzés. Ha jol szamolgattam, ez a csoport izomorf az SU(1, 1) csoporttal.

[tt még lenne sok érdekesség, amit most id6 hianyaban tovibb at ugranom.

1.3.2. Malmquist-Takenaka rendszerek

Ebben részben pedig bevezetem a Malmquist-Takenaka rendszereket.
Legyen a = (ag,ay,...) a, € D,n € N sorozat (ezeket a sorozatokat jelolje A) és

jelolje m, az a, elem el6fordulasat n € N-ig (vagyis m, = |{k|lk € N, k < n,ay = a,}|).
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Ekkor definidljuk a kovetkezd a altal mwghatarozott racionalis fiiggvények sorozatat

(n szerint):

Zm"_l
(1= az)™

1.7. Allitas. Tetszbleges n € N szimra és f € H*(D) Hardy-tér-beli figguényre

qa,,m,-1 (Z) =

[ (a)

n!

<f ) qg,n> =
1.8. Definicié. Egy a € A sorozat altal generalt Malmquist-Takenaka rend-

szernek a

®a = =
n(Z) 1-a,z -0 1—-az 1-a,z

V1_|an|2 - Z—ag V1_|an|2 =
[ [Ba(@
k=0

k

fliggvényrendszert nevezziik.

Ez a fiiggvényrendszer nem més, mint a g, -1 rendszer H?(D) skalarszorzatara
vett Gram-Smidt ortogonalizacioval kapott rendszer.

Speciélis esetként, ha a, = 0 minden n-re, akkor a hatvanyfiigvényeket kapjuk.

1.9. Tétel. Tekintsiik az a € A sorozatot. Ekkor az ehhez tartoze MT-rendszer
ortonormdlt a H*(D) skaldrszorzatdra, vagyis minden n,m € N-re:
<q)217 q)2> = 51’!,}7’!'

1.10. Allitas. Valamilyen a € A-ra a ®? fiigguényrendszer pontosan akkor teljes
H?(D)-ben, ha az a nem teljesiti a Blaschke-feltételt, vagyis a

S0 laa)
n=0

0sszeq végtelen.

1.11. Megjegyzés. Ismert tétel, hogy ha egy A sorozatra teljesiil a Blaschke-feltétel,

1 lak]
| | —By, (2)
ag

k=0

akkor a

szorzat kompakt halmazokon egyenletesen konvergens D-n (ahogy n — o).

Egy tetsz6leges f € H?(D)-re a

N

fa it N>C  fao (f,@))

fliggvényt az f fliggvény a szerinti MT-Fourier soranak nevezziik. Ennek részlet-

Osszegeit kifejezhetjiik a K, Szegb-kernel segitségével:



n—1
(S31)(2) = Y (f, DD (2)
k=0

1 T . n—1 _
= 5r |1 L CLHRT
— 5 [ fEKaCaetar

A trigonometrikus esethez hasonléan, az MT-Fourier-sorokrol is kiilonbozd
konvergencia-tételeket belatni a H” terekben, a kozeljovGben ezeket a tételeket fo-

gom kozelebbrsl atnézni.
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