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1. Waveletek és* adaptív ortogonális projekciók

*Habár korábban waveletekkel is foglalkoztam (tanulás szintjén), azonban úgy
alakult, hogy ebben a félévben nem jutottak olyan hangsúlyos szerephez abban a
témában, amit próbáltam átnézni, ennek okán a beszámolóban sem írok róluk.

1.1. VP módszer

Legyen H egy Hilbert tér (a továbbiakban ez az 𝐿2 tér vagy a 𝐻2 Hardy tér lesz).
Ha adva van egy Φ𝑛 (𝑛 ∈ N) teljes ortonormált sorozat, akkor tetszőleges 𝑓 ∈ H -t
rögzített 𝑛 ∈ N∗-ra az

𝑓𝑛 = 𝑆𝑛 ( 𝑓 ) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

⟨ 𝑓 ,Φ𝑘⟩Φ𝑘

részletösszegekkel közelíteni tudunk. Ha S𝑛 = span{Φ0, ...,Φ𝑛−1} ⊂ H altér és
𝑃𝑛 az S𝑛-re való ortogonális projekció, akkor 𝑓𝑛 = 𝑃S𝑛

𝑓 , továbbá

dist( 𝑓 ,S𝑛) = inf
𝑔∈S𝑛

∥𝑔 − 𝑓 ∥ = min
𝑔∈S𝑛

∥𝑔 − 𝑓 ∥ = ∥𝑃S𝑛
𝑓 − 𝑓 ∥.

Habár ez a fajta approximáció nagyon sok esetben hasznos, azonban bizonyos
esetekben nem elég rugalmas és nem elég hatákony. A témekör, amivel foglalkoz-
tam, alapötlete az, hogy a Φ𝑛 függvényeket lecseréljük egy Φ

𝜂
𝑛 függvénycsaládra,

ahol 𝜂 ∈ R𝑚 egy olyan (nemlineáris) paraméterezés, amivel a függvénycsalád teljes
ortonormált sorozat marad. Vagyis a feladat felírható a következő minimalizálási
problémaként:

min
𝜂∈R𝑚

∥ 𝑓 − 𝑃SS𝜂
𝑛

∥2 = min
𝜂∈R𝑚

∥ 𝑓 −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

⟨ 𝑓 ,Φ𝜂

𝑘
⟩Φ𝜂

𝑛∥2 = min
𝜂∈R𝑚

∥ 𝑓 −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 (𝜂)Φ𝜂
𝑛∥2

Diszkrét esetben, rögzített 𝜂-ra a 𝑐𝑘 (𝜂) lineáris paraméterek könnyen kiszámol-
hatóak a Moore-Penrose pszeudoinverz segítségével. A optimális 𝜂-t azonban sokszor
nem egyszerű explicit kiszámolni, ezért ezt például valamilyen gradiens alapú mód-
szerrrel lehet optimalizálni (például Levenberg-Marquardt algoritmus, minekutána



az 𝜂-ra nézve egy nem-lineáris legkisebb négyzetek probléma). Ebben az esetben
célszerű a

𝐽𝑖𝑘 =
𝜕

𝜕𝜂𝑘

(
𝛽
(
𝜂, 𝑐(𝜂)

)
(𝑡𝑖)

)
Jacobi mátrix elemeit kiszámolni, ahol

• 𝑐(𝜂) =
(
𝑐0(𝜂), ..., 𝑐𝑛−1(𝜂)

)
a lineáris paraméterek;

• 𝛽(𝜂, 𝑐) =
∑𝑛−1
𝑘=0 𝑐𝑘 (𝜂)Φ

𝜂
𝑛 , a 𝑐 ∈ R𝑛-nel lineárisan és az 𝜂 ∈ R𝑚-mel nem-

lineárisan paraméterezett függvény;

• 𝑡𝑖-k pedig a 𝑖 ∈ 𝐼 véges halmazzal paraméterezett értelmezési tartomány pont-
jai.

Ehhez a [3] cikkben leírt módszert lehet használni.

1.2. Hermite rendszerek

A 𝑤(𝑥) = 𝑒−𝑥
2 súlyfüggvénnyel súlyozott 𝐿2(R) Hilbert térben a 𝐻𝑛 (𝑛 ∈ N)

Hermite polinomok egy teljes ortogonális sorozatot alkotnak (az 1, 𝑥, 𝑥2, ... monomok
Gram-Smidt ortogonalizáltjai a 𝑤 súlyfüggvényre). Ezekből egyszerűen lehet teljes
ortonormált sorozatot készíteni a klasszikus 𝐿2 Hilbert-térben a következő módon:

Φ𝑛 (𝑥) =
𝐻𝑛 (𝑥)𝑒−

𝑥2

2√︁
𝜋

1
22𝑛𝑛!

, (𝑥 ∈ R).

Ezeket a Φ𝑛-eket Hermite függvényeknek nevezzük. Ezekből úgy kaphatunk
adaptív rendszereket, hogy az affin transzformáltjaikat paraméterezzük, vagyis 𝑎 ∈ R
eltolással és 𝜆 ∈ R+ dilatációval:

Φ𝑎,𝜆
𝑛 (𝑥) = Φ𝑛 (𝜆𝑥 + 𝑎).

Az 𝑎 és a 𝜆 optimalizálásával jobb közelítéseket kaphatunk, anélkül, hogy növel-
nénk a Fourier-együtthatók számát.

1.3. Malmquist-Takenaka rendszerek

A Malmquist-Takenaka rendszerek (röviden MT-rendszerek), olyan teljes orto-
gonális rendszerek, melyek paraméterezéséhez végtelen (pontosabban tetszőlegesen
sok) paramétert lehet használni. Ezt a témakört elsődlegesen Schipp Ferenc Tanár
Úr [1] jegyzetéből dolgoztam fel. Ennek nem jutottam el a végére, azonban ez a kö-
zeljövőben meg fog történni, mert ez alapján tervezek tovább kutatni (illetve TDK-t
és szakdolgozatot írni).
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1.3.1. Blaschke-függvények

A Malmquist-Takenaka rendszerek bevezetéséhez szükségünk lesz a Blaschke-
függvények fogalmára.

Egy adott 0 ≠ 𝑎 ∈ C komplex számra vezessük be az 𝑎∗ = 1/𝑎 jelölést.

1.1. Definíció. Legyen 𝑎 ∈ D egy tetszőleges komplex szám, ekkor a

𝐵𝑎 : C \ {𝑎∗} → C 𝐵𝑎 : 𝑧 ↦→
𝑧 − 𝑎
1 − 𝑎𝑧

függvényt az 𝑎 paraméterű Blaschke-függvénynek nevezzük.

Gyakran célszerű kiterjeszteni a Riemann-gömbre a következő módon:

𝐵𝑎 (𝑎∗) = ∞, illetve 𝐵𝑎 (∞) = −𝑎∗.

1.2. Megjegyzés. A 𝐵𝑎 függvény pólusa (𝑎∗) az egységkörre vett tükörképe (𝑧 ↦→ 1/𝑧)
a gökének (𝑎).

Tetszőleges 𝑎, 𝑧 ∈ C-re fennáll a következő egyenlőség:

1 − |𝐵𝑎 (𝑧) |2 =
(1 − |𝑧 |2) (1 − |𝑎 |2)

|1 − 𝑎𝑧 |2
.

Ezzel könnyen belátható, hogy 𝐵𝑎⟨D⟩ ⊆ D és 𝐵𝑎⟨T⟩ ⊆ T (ahol 𝐵𝑎⟨𝑋⟩ az 𝑋 ⊂ C
halmaz képét jelöli 𝐵𝑎-nál). Továbbá 𝐵𝑎 invertálható és 𝐵−1

𝑎 = 𝐵−𝑎. Innen adódik,
hogy 𝐵𝑎

��
D

és 𝐵𝑎
��
T

homeomorfizmus.
A továbbiakban a Blascke függvényeket a körlapra (vagy az egységkörre) meg-

szorítva fogjuk használni.

1.3. Megjegyzés. Definiálhatunk Blaschke-függvényeket a felső félsíkon is és a Cayley
transzformáció segítségével belátható, hogy ezek kölcsönösen egyértelműen megfelel-
tethetőek a körlapon definiált Blaschke-függvényeknek. Tetszőleges 𝑎 ∈ C+-ra legyen:

𝑏𝑎 : C+ → C+ 𝑏𝑎 : 𝑧 ↦→
𝑧 − 𝑎
𝑧 − 𝑎

Ekkor felírható az alábbi egyenlőség:

𝐵𝑎

Mivel a 𝐵𝑎
��
T

függvény homeomorfizmus, ezért egy megfelelő 𝛽𝑎 : R→ R függvény
segítségével felírható az alábbi alakban:

𝑡 ∈ R-re:

𝐵𝑎
��
T
(𝑒𝑖𝑡) = 𝑒𝑖𝛽𝑎 (𝑡) .
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Tetszőleges 𝑠 ∈ R+-ra legyen:

𝛾𝑠 (𝑡) =


2 arctan(𝑠 tan(𝑡/2)), ha 𝑡 ∈ (−𝜋, 𝜋)

−𝜋, ha 𝑡 = −𝜋

𝜋, ha 𝑡 = 𝜋

és definiáljuk a 𝛾 függvényt a 𝛾 olyan 𝑡-beli kiterjesztéseként, melyre 𝛾
��
[−𝜋,𝜋] = 𝛾

és 𝛾𝑠 (𝑡 + 2𝜋) = 𝛾𝑠 (𝑡) + 2𝜋.
Továbbá definiáljuk az 𝑠 : [0, 1) → R 𝑠 : 𝑟 ↦→ 1+𝑟

1−𝑟 függvényt. Ekkor A
következőt állíthatjuk:

1.4. Tétel. A 𝛾𝑠(𝑟) függvény (𝑡-szerinti) deriváltja a Poisson magfüggvény:

𝛾′
𝑠(𝑟) (𝑡) = 𝑃𝑟 (𝑡) =

1 − 𝑟2
1 − 2𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑟2

Továbbá 𝑎 ∈ D-re 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 esetén a 𝐵𝑎 Blaschke-függvényhez fentebb említett 𝛽𝑎
függvényre teljesül, hogy 𝛽𝑎 (𝑡) = 𝛾𝑠(𝑟) (𝑡 − 𝛼) + 𝛼, vagyis:

𝐵𝑎 (𝑒𝑖𝑡) = 𝑒𝑖𝛽𝑎 (𝑡) = 𝑒𝑖(𝛾𝑠 (𝑟) (𝑡−𝛼)+𝛼) .

Ugyan (a D-vel paraméterezett) Blaschke-függvények kompozíciója kivezet a
Blaschke-függvények köréből, azonban ezt meg lehet javítani, mert a kompozíció-
val kapott függvény mod T Blaschke (vagyis 𝜀𝐵𝑎 alakú, ahol 𝜀 ∈ T és 𝑎 ∈ D). Vagyis
D × T segítségével be lehet vezetni egy csoportstruktúrát:

𝔅 := {𝐵𝔞 := 𝜀𝐵𝑎 |𝔞 := (𝑎, 𝜀) ∈ D × T}

A 𝔞1 = (𝑎1, 𝜀1) és 𝔞2 = (𝑎2, 𝜀2) D × T-beli elemekre 𝐵𝔞 = 𝐵𝔞1 ◦ 𝐵𝔞2 , ahol:

𝔞 = (𝑎, 𝜀) =
(
𝜀2
𝑎1 + 𝑎2𝜀2
1 + 𝑎1𝑎2𝜀2

, 𝜀1𝜀2
1 + 𝑎1𝑎2𝜀2
1 + 𝑎1𝑎2𝜀2

)
.

Az 𝔞 = (𝑎, 𝜀) esetén pedig 𝐵𝔞 inverze 𝐵𝔞−1 , ahol 𝔞−1 = (−𝜀𝑎, 𝜀).

1.5. Megjegyzés. Ha a D-n tekintjük a hiperbolikus sík Poincaré féle körlap modeljét,
akkor a 𝔅 csoport elemei ennek az irányítástartó izometriái lesznek.

1.6. Megjegyzés. Ha jól számolgattam, ez a csoport izomorf az 𝑆𝑈 (1, 1) csoporttal.

Itt még lenne sok érdekesség, amit most idő hiányában tovább át ugranom.

1.3.2. Malmquist-Takenaka rendszerek

Ebben részben pedig bevezetem a Malmquist-Takenaka rendszereket.
Legyen a = (𝑎0, 𝑎1, ...) 𝑎𝑛 ∈ D, 𝑛 ∈ N sorozat (ezeket a sorozatokat jelölje A) és

jelölje 𝑚𝑛 az 𝑎𝑛 elem előfordulását 𝑛 ∈ N-ig (vagyis 𝑚𝑛 = |{𝑘 |𝑘 ∈ N, 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑎𝑘 = 𝑎𝑛}|).
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Ekkor definiáljuk a következő a által mwghatározott racionális függvények sorozatát
(𝑛 szerint):

𝑞𝑎𝑛,𝑚𝑛−1(𝑧) =
𝑧𝑚𝑛−1

(1 − 𝑎𝑛𝑧)𝑚𝑛

1.7. Állítás. Tetszőleges 𝑛 ∈ N számra és 𝑓 ∈ 𝐻2(D) Hardy-tér-beli függvényre

⟨ 𝑓 , 𝑞𝑎,𝑛⟩ =
𝑓 (𝑛) (𝑎)
𝑛!

.

1.8. Definíció. Egy a ∈ A sorozat által generált Malmquist-Takenaka rend-
szernek a

Φa
𝑛 (𝑧) =

√︁
1 − |𝑎𝑛 |2
1 − 𝑎𝑛𝑧

𝑛−1∏
𝑘=0

𝑧 − 𝑎𝑘
1 − 𝑎𝑘 𝑧

=

√︁
1 − |𝑎𝑛 |2
1 − 𝑎𝑛𝑧

𝑛−1∏
𝑘=0

𝐵𝑎𝑘 (𝑧)

függvényrendszert nevezzük.

Ez a függvényrendszer nem más, mint a 𝑞𝑎𝑛,𝑚𝑛−1 rendszer 𝐻2(D) skalárszorzatára
vett Gram-Smidt ortogonalizációval kapott rendszer.

Speciális esetként, ha 𝑎𝑛 = 0 minden 𝑛-re, akkor a hatványfügvényeket kapjuk.

1.9. Tétel. Tekintsük az a ∈ A sorozatot. Ekkor az ehhez tartozó MT-rendszer
ortonormált a 𝐻2(D) skalárszorzatára, vagyis minden 𝑛, 𝑚 ∈ N-re:

⟨Φa
𝑚,Φ

a
𝑛⟩ = 𝛿𝑛,𝑚 .

1.10. Állítás. Valamilyen a ∈ A-ra a Φa
𝑛 függvényrendszer pontosan akkor teljes

𝐻2(D)-ben, ha az a nem teljesíti a Blaschke-feltételt, vagyis a

∞∑︁
𝑛=0

(1 − |𝑎𝑛 |)

összeg végtelen.

1.11. Megjegyzés. Ismert tétel, hogy ha egy A sorozatra teljesül a Blaschke-feltétel,
akkor a

𝑛∏
𝑘=0

|𝑎𝑘 |
𝑎𝑘

𝐵𝑎𝑘 (𝑧)

szorzat kompakt halmazokon egyenletesen konvergens D-n (ahogy 𝑛→ ∞).

Egy tetszőleges 𝑓 ∈ 𝐻2(D)-re a

𝑓a : N→ C 𝑓a : ↦→ ⟨ 𝑓 ,Φa
𝑛⟩

függvényt az 𝑓 függvény a szerinti MT-Fourier sorának nevezzük. Ennek részlet-
összegeit kifejezhetjük a 𝐾𝑛 Szegő-kernel segítségével:
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(𝑆a𝑛 𝑓 ) (𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

⟨ 𝑓 ,Φa
𝑘⟩Φ

a
𝑘 (𝑧)

=
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑒𝑖𝑡)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

Φa
𝑘 (𝑧)Φa

𝑘
(𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡

=
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑒𝑖𝑡)𝐾𝑛 (𝑧, 𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡

[...]
A trigonometrikus esethez hasonlóan, az MT-Fourier-sorokról is különböző

konvergencia-tételeket belátni a 𝐻𝑝 terekben, a közeljövőben ezeket a tételeket fo-
gom közelebbről átnézni.
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