Egyéni kutatomunka 2

Geng Maté

Témavezetd: Prokaj Vilmos

Egy diszkrét idejti { X, } folyamat esetén, amely adaptalt az {F, : n € N} filtrdcidhoz,
a legalapvetobb példa megallasi idore, egy Borel-halmazba valé elsé belépés ideje, azaz
7 = inf{n € N : X,, € B}. Folytonos idejii folyamatra ez az allitds mér kevésbé ny-
ilvdnvald, azaz hogy 7 = inf{t : X; € B} és nem is feltétleniil igaz, hogy X, € B teljesiil.
Az altalam feldolgozott cikk ezen allitassal foglalkozik. Az aldbbi allitas bizonyitisa a
feldolgozott cikk f6 eredménye:

Tétel. Legyen A egy B(R') ® F-mérhetd halmaza RT x Q-nak, és legyen (Q,F,P)
egy teljes valészintliségi mértéktér. Ekkor:

(i) A projekcié mq(A) :=={w € Q: (t,w) € A valamely ¢t € RT-re} F-beli.

(i) Létezik F-mérhetd valészintiségi valtozé ¥ : Q@ — RT U {oo}, amelyre ¥(w) < oo
és (¥(w),w) € A mo(A) majdnem minden pontjdra, és ¥(w) = co minden w ¢ mo(A)
pontra.

Az elkovetkezékben mindig feltessziik ha egy halmazrendszerrdl beszéliink, hogy a hal-
mazrendszer tartalmazza az tireshalmazt.

Definicié. Egy & halmaz részhalmazainak egy D csaladjat Uc-stabilnak hivjuk, ha zart a
megszamlalhaté unidra, illetve Uc-stabilnak hivjuk, ha zart a megszamlalhaté metszetre.
Példédul a D elemeibdl megszamlalhaté uniéval képzett halmazok rendszere Uc-stabil.
Ezen halmazok rendszerét D,-val jeloljiik. Hasonldéan, a megszamlalhaté metszettel
képzett halmazrendszer Nec-stabil, és Ds-val jeloljiik.

Legyen T egy kompakt metrikus tér ellitva a T kompakt halmazaibdl all6 K(T') hal-
mazrendszerrel, és a B(T) Borel-halmazokkal, amely halmazrendszert a KC(T) generélja.
A tétel bizonyitdsdnél nekiink a T = [0, 00| tér fog kelleni. K(T) x F:={K x F: K €
K(T),F € F}
Legyen R a K(T') x F elemeibdl az Gsszes lehetséges mdédon véges uniéval képzett hal-
mazrendszer.

Allitas 1. Tegyiik fel, hogy § € S Nec-stabil halmazrendszer S-en. Legyen Sy, az S
elemeibdl képzett véges unidk rendszere. Ekkor S, Uc-stabil és Ne-stabil is.
O

Az 1. Allités miatt R Uc-stabil, s6t mi t5bb, ez a K(T) x F Uc-stabil lezartja (legszlikebb
olyan halmazrendszer, ami tartalmazza az elébbit és zart a megszdmlalhat6 uniéra). Igy
az 1. 4llitds miatt R (Ue, Ne)-stabil 7' x Q-n.

Sok projekciokkal kapcsolatos mérhetdségi probléma abbdl adodik, hogy a projekcidk
nem O6rzik meg olyan j6l a halmazelméleti miiveleteket: mo(U;A;) = Uimq(A;), DE
ma(N;A;) C Nima(A4;). Ezen a problémédn a keresztmetszetek kompaktsiga fog segiteni,
hogy a mésodik képletben tartalmazas helyett egyenléséget irhassunk.



Allitas 2. Tegyiik fel, hogy K egy metrikus tér kompakt részhalmazainak rendszere,
amelyre igaz, hogy barmely véges sok elemének a metszete nemiires. Ekkor I Osszes
elemének metszete sem iires.

O

Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy {4; : i € N} csokkend sorozata T x €2 részhalmazainak

ugy, hogy
Ki(w) :={teT: (t,w) € A;} kompakt. Ekkor 7TQ( NieN Ai) = Nien Ta(4;)

Kovetkezmény. Ha R; € R mellett B = N;enR;, akkor 7, B = NijenmoR; € F.

Definicié. Egy A C Q halmaz kiils6 mértékét az aldbbi médon definidljuk: P(A :=
inf{P(F): ACF:FeF}

Allitas 3.

(i) Ez az infimum egyben minimum is, azaz 3F € F, amire A C F és P(F) = P(4)

(ii) Tegyiik fel, hogy {D; : i € N} Q részhalmazainak névé sorozata, amelyek nem

feltétlen elemei az F szigma-algebranak és D = |J, oy Ds Ekkor igaz, hogy lim; o P(D;) =

sup;en{P(Di)} = P(D)

(iii) Tegytlik fel, hogy D egy részhalmaza Q-nak, amelyre

P(D) = sup{P(F) : F C D,F € F}. Ekkor D benne van a P teljessé tételével kapott
szigma-algebraban.

O

Mely B € B(T) ® F halmazokra lesz igaz, hogy mo(B) € F? A kovetkezménybdl tudjuk
maér, hogy ez igaz példaul a B € Rs esetben.

Legyen minden D C T x § esetén U(D) := P(mq(D)), a D vetiiletének Q-ra vett kiils6
mértéke. Ha a D; névd halmazrendszer uniéja D, akkor a 7o (D;) névé halmazrendszer
unidja mo(D). Ha R; € R és R; egy csokkend halmazrendszer, aminek a metszete B,
akkor mq(R;) is csdkkend halmazrendszer aminek a metszete mq(B) € F.

P tulajdonsagai oroklének W-re: o
i) Ha Dy C Dy, akkor ¥(D;) C U(D5)

P

U (UsenD;) B
(iii) Ha7{R1v ) €§T} C R egy monoton cstkkend halmazsorozat, akkor lim; o, V(R;) =
infien{W(Ri)} = ¥(Nien i)

Ezekkel a tulajdonsdgokkal megmutathatjuk, hogy mq jél viselkedik egy jéval nagyobb
halmazrendszeren, mint R.

Lemma. Ha A € R,s, akkor ¥(B) = sup{V¥(B) : B € Rs}. Kovetkezésképpen g € F.
A 3. allitasbol kovetkezik, hogy mq € F.

Definicié. Tegyiik fel, hogy S egy burkolds az S halmazon. A ¥ : P(S) — [—o00, +o0]
fliggvényt Choquet S-kapacitisnak hivjuk, ha teljesiti a kovetkezo 3 tulajdonsagot:

(1) Ha D1 Q DQ Q 57 akkor \I/(Dl) S \I/(DQ)

(ii) Ha {D; : i € N} egy monoton nové halmazsorozat S-bdl, akkor lim; ., ¥(D;) =
U (UienDs)

(iii) Ha {S; : i € N} C S egy monoton csékkend halmazsorozat, akkor lim; ,., U(S;) =
U(NienS;)

ii) Ha {D; : i € N} egy monoton nvé halmazsorozat, akkor lim; o ¥(D;) = sup;en{¥(D;)}



Péld4ul a kordbban konstrualt P kiils6 mérték egy Choquet F-kapacités részhalmazain.
Hovatovabb, ha barmileyn Choquet F-kapacitdsunk van {2 részhalmazain, akkor U (D) :=
U(mq(D)) egy Choquet R-kapacitds T' x §2 részhalmazain.

Definicié. Legyen ) € S S részhalmazainak egy rendszere. Egy A C S halmazra azt
mondjuk, hogy S-analitikus, ha létezik kompakt metrikus tér E és annak D C (K X S),s
részhalmaza, amire A = mg(D). Jeloljiik A(S)-lal S S-analitikus részhalmazait.

Megjegyzés. Lehet talilni egyetlen olyan E teret, amely méar egymagaban definialja
az Osszes S-analitikus halmazt, de erre nincs sziikségiink.

Allitas 4. Tegyiik fel, hogy {A; : i € N} C A(S). Ekkor U;en4; € A(S) és NijenA; €
A(S). (Ez azon az allitdson mulik, hogy megszdmldlhaté sok kompakt metrikus tér
szorzata is kompakt metrikus.)

O
A fenti &llitas lényegében azt allitja, hogy A(S) egy (Uc, Nc)-stabil halmazrendszer.

Allitas 5. Tegyiik fel, hogy S egy (Uc, Ne) burkolds az S halmazon és legyen ¥ egy Cho-
quet S-kapacitds S-en. Ekkor W(A) = sup{¥(B) : B C A B € S5} minden A € A(S)-ra.
O

A {6 tétel masodik részének bizonyitdsdhoz az 5. allitast hasznédlhatjuk. Legyen A
a T x Q-nak egy R-analitikus részhalmaza, ahol T = [0,00]. Az allitds triviélis, ha
ay := P(rq(A)) = 0, igy feltehetjiik, hogy oy > 0. Az R-kapacitds az aldbbi médon
volt definidlva: W (D) = P(mq)(D). Keressiink egy olyan By C A, B € Rs és P(nq(B1))
halmazt, amelyre U(B;) > 4. Legyen ¢ (w) := inf{€ R : (t,w) € By}. Mivel B;-nek
kompaktak a keresztmetszetei, az infimum igazabdl el is érédik minden w € mqo(B1)-re.
w ¢ ma(B1) esetén az infimum oo lesz. Legyen Ay := {(t,w) € A : w ¢ m(B1)} =
AN(T x (mq(B1))¢) Vegyiik észre, hogy Az € A(R) és ao := P(mq(A2)) < %2 Feltehetd,
hogy ap > 0. keressiink egy olyan By C Ay, B € R részhalmazt, amelyre W(By) > .
Legyen 1 (w) a 11-hez hasonléan a Bs els§ elérése...stb. Ezeket a lépéseket ismételgetve
kapjuk A;-t, Bi-t, -t és ¥-t. A {mq(B;) : i € N} halmazrendszer pdronként diszjunkt
halmazokbdl all a konstrukcié miatt. F := U;enmq(B;)-re F C mo(A). A konstrukcié
miatt «; szigori monoton csokkenden tart 0-hoz, amibdl P(rmq(A) \ F) = 0. Legyen
¥ :=inf,en ;. Erre a ¢ fiiggvényre teljesiilni fog B-n, hogy (¢ (w),w) € A.

O



