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Tétel

Tétel.

Legyen A egy B(RT) ® F-mérhetd halmaza R™ x Q-nak, és legyen
(Q, F,P) egy teljes valdszinliségi mértéktér. Ekkor:

(i) A projekcid mq(A) := {w € Q: (t,w) € A valamely t € RT-re} F-beli.
(i) Létezik F-mérheté valészinliségi valtozé W : Q — RT U {co}, amelyre

V(w) < 00 és (V(w),w) € A mo(A) majdnem minden pontjdra, és
V(w) = oo minden w ¢ mq(A) pontra.
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Kompakt halmazok

T =10, 0]
K(T) a T kompakt részhalmazainak rendszere.
K(T)x F:={KxF:KeKk(T),FeF}

Legyen R a KC(T) x F elemeibdl az Gsszes lehetséges médon véges unidval
képzett halmazrendszer.

’/TQ(U,'A,') = U,‘?TQ(A,‘), DE WQ(O,‘A,‘) - ﬁ,‘ﬂ'Q(A,') altalaban.

R € R w-keresztmetszetei kompaktak.
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Kompakt halmazok

Allitas. Tegyiik fel, hogy K egy metrikus tér kompakt részhalmazainak
rendszere, amelyre igaz, hogy barmely véges sok elemének a metszete
nemiires. Ekkor IC 0sszes elemének metszete sem iires.

O
Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy {A; : i € N} csokkend sorozata T x Q
részhalmazainak dgy, hogy
Ki(w) :=={t e T : (t,w) € Aj} kompakt. Ekkor
Ta( Nien Ai) = Nien Ta(A))

Kovetkezmény. Ha R; € R mellett B = NjenR;, akkor
m,B = NienmqR; € F.

Tehat Rs elemeinek a vetiiletei Q-ra F-beliek.
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Mérhetoség

Definicié. Egy A C Q halmaz kiils6 mértékét az aldbbi mdédon definidljuk:
P(A) :=inf{P(F):ACF:FcF}

Allitas.

(i) Ez az infimum egyben minimum is, azaz 3F € F, amire AC F és
P(F) = P(A)

(ii) Tegytk fel, hogy {D; : i € N} Q részhalmazainak novd sorozata,
amelyek nem feltétlen elemei az F szigma-algebranak és D = J;.y Di
Ekkor igaz, hogy lim; o P(D;) = sup;en{P(D;)} = P(D)

(iii) Tegylk fel, hogy D egy részhalmaza Q-nak, amelyre

P(D) = sup{P(F) : F C D,F € F}. Ekkor D benne van a P teljessé
tételével kapott szigma-algebraban.
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Mérhetoség

Mely B € B(T) ® F halmazokra lesz igaz, hogy mq(B) € F?

Legyen minden D C T x Q esetén W(D) := P(mq(D)), a D vetiiletének
Q-ra vett kiilsé mértéke.

Lemma. Ha A € R,;s, akkor W(A) = sup{W(B) : AD B € Rs}.
Kovetkezésképpen mq € F.
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Analitikus halmazok

Definici6. Legyen ) € S S részhalmazainak egy rendszere. Egy AC S
halmazra azt mondjuk, hogy S-analitikus, ha létezik kompakt metrikus tér
E és annak D C (K x S),s részhalmaza, amire A = w5(D). Jeldljik
A(S)-lal S S-analitikus részhalmazait.

mq(A) € F minden A € A(R)-re.

Allitas.
Ha A € A(R), akkor W(A) = sup{W(B): AD B € Rs}.
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Tétel

(i)

B(T)® F C A(R)-bdl kdvetkezik, hogy minden B € B(T) ® F-nak Q-ra

vett vetiilete benne van az F szigma-algebraban.

(i)

Legyen A a T x Q-nak egy R-analitikus részhalmaza, ahol T = [0, o0].

a1 := P(mq(A)) > 0 feltehet6. Legyen By C A, B € R és W(By) > F.
YP1(w) = inf{e R" : (t,w) € By}

Bi-nek kompaktak a keresztmetszetei, igy az infimum igazabdl el is érodik
minden w € mq(B1)-re. w ¢ mq(B1) esetén az infimum oo lesz.
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Ay ={(t,w) € A:w ¢ mq(B1)} = AN(T x (mq(B1))°). A2 € A(R) és
az = P(mq(A2)) < F. Feltehetd, hogy az > 0.

Legyen B, C Ay, B € R, hogy W(B,) > % . Legyen 1n(w) a ¢1-hez
hasonldéan a B, elso elérése...stb.

Ezeket a [épéseket ismételgetve kapjuk Aj-t, Bj-t, j-t és ¥;-t. A

{mq(B;) : i € N} halmazrendszer paronként diszjunkt halmazokbdl all a
konstrukcié miatt. F := Ujenmq(Bi)-re F C mq(A). A konstrukcié miatt
«j szigori monoton csokkenden tart 0-hoz, amibdl P(mq(A) \ F) = 0.
Legyen ¢ := inf;cn 9. Erre a @ fliggvényre teljesiilni fog B-n, hogy
(Y(w),w) € A.
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