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A kutatomunkamban véletlen grafok szinezésével foglalkoztunk. A G = (V, E) graf csuc-

sainak egy k szinnel torténd jolszinezésén V' egy olyan Vi, ..., Vi particiéjat értjiik, ahol egyik
V; cstcs-halmaz (szinosztédly) sem feszit élt. Egy v cstcs szine annak a particié halmaznak az
indexe, amelyben szerepel. A graf y(G) kromatikus szdma a legkisebb olyan k amely esetén van
jolszinezés k szinnel. Arra a kérdésre szerettiink volna valaszt kapni, hogy mennyi lehet egy 100
csicsi véletlen graf kromatikus szama.
A vizsgalt grafok Erdgs-Rényi véletlen grafok voltak, amelyeket tigy kapunk, ha az adott cstcs-
halmazon minden csicspér p = 1/2 valoszintiséggel feszit élt, a tobbi csucspartol fiiggetleniil.
Ezzel a valasztéssal minden 100 cstcst grafot azonos valoszintiséggel kaphatunk meg (az izomorf
grafokat kiilonboézonek tekintve). Mivel véletlen grafokrol van szo, ilyenkor x(G) valoszintségi
valtozo. Ennek a valdszintiségi valtozonak a jellemz6 értékeire a jelenlegi legjobb elméleti becslés
egy aszimptotikus eredmény (p = 1/2 esetben) (Heckel, 2016):

n

X(@) = 2logyn — 2logy logy n — 21ogs 2 4 o(1)

A kifejezés értéke az n = 100 esetben 17.17, ami a viszonylag kevés cstics miatt a mi esetiinkben
nem egészen pontos.

Annak elddntése, hogy egy graf k szinnel jolszinezhet6-e, NP-teljes feladat, igy a kromatikus
szam pontos meghatirozasara nem remélhetiink polinom idejd algoritmust. Ezért egzakt mod-
szerek hidnyaban kiilonb6z6 heurisztikus algoritmusokat implementaltunk, és hasonlitottuk ossze
a teljesitményiiket a grafszinezési feladat megoldasakor. A harom, altalunk kiprobalt modszer
a moho szinezd algoritmus, a tabu szinezés és egy genetikus algoritmus voltak. Az utébbival
sajnos nem sikeriilt értékelhet§ eredményeket elérniink, igy csak a masik kett6t mutatjuk be
részletesen.

Mohé szinezés. Az algoritmus inputjai egy G graf, és a csicsok egy permutacidja. A csa-
csokat a kapott permutécié szerinti sorrendben szinezziik ki tigy, hogy a soron kévetkezs csics a
legkisebb olyan szint kapja, amellyel eddig egyetlen szomszédjat sem szineztiik. Az algoritmus
fontos tulajdonsaga, hogy mindig j6lszinezést ad eredménydl.

Az eredmény szempontjabol kiemelkedGen fontos a kapott csiicssorrend. Egyrészt igaz, hogy
mindig van olyan cstucssorrend, amely esetén a mohé szinezés megtaldlja az optimumot. Ha
példaul G-nek ismerjiik egy jolszinezését x(G) szinnel, akkor a szinosztalyok szerinti sorrendet
hasznalva a moho¢ szinezés is ugyanennyi szint hasznal. Masrészt az is el6fordulhat, hogy az
algoritmus a kromatikus szamnal sokkal t6bb szint hasznél. Erre példa a koronagrafok esete,
amelyek 2 szinnel szinezhetGk, de van olyan csiicssorrend is, amely esetén a moho szinezés |V /2
szint hasznal. A cstucssorrend megvélasztasara kiilonbozé stratégidkat probaltunk ki:

e k legjobb: k darab véletlen permutacién futtatjuk az algoritmust, és csak a legjobb
megoldast tartjuk meg.



e largest first: a csticsokat a fokszamok szerint cstkkend sorrendbe rakjuk. Az azonos fok-
szamu csicsokat tetszéleges sorrendben soroljuk fel.

e smallest-last: minden 1épésben keresiink egy minimélis fokd csicsot, amit a sorrend végére
tesziink, majd toroljik a grafbol ezt a csicsot. A kovetkezd 1épésben a kisebb csticsszamu
grafban ismételjiik az eljarast. A sorrend alapdtlete az, hogy minimalizéljuk a korabbi
csticsokba vezetd élek szamat, igy remélhetsleg kisebb szineket kaphatnak a cstcsaink a
mohé szinezés soran.

e saturation largest first: ebben az esetben nem hatarozzuk meg el6re a csicsok sorrendjét,
hanem az éppen kdvetkezs csiicsot a szinezés kizben, dinamikusan valasztjuk ki. A graf egy
v csucsénak telitettségi foka (saturation degree) a v-vel szomszédos csicsokon felhasznalt
szinek szdma. Az algoritmus minden 1épésében megkeressiik a legnagyobb telitettségi foka
csiicsot, és ennek adjuk a lehetd legkisebb szint. Ha a legnagyobb telitettségi cstics nem
egyértelmt, akkor a legnagyobb telitettségi fokuak koziil (az egyik) legnagyobb fokszamu
cstcsot valasztjuk.

A moho szinezés eredménye javithatd, ha felhasznaljuk egy egyszerd megfigyelést. Ha a cstc-
ssorrendben Vi, Va, ...,V fiiggetlen halmazok (szinosztalyok) kovetik egymast, akkor az algorit-
mus legfeljebb k szint hasznil. Azonban az is el6fordulhat, hogy a mohé szinezg algoritmus
kisebb szinosztalyokat egyesit. Ha tehat egy kordbban kapott jélszinezés alapjan tgy allitunk
fel egy csucssorrendet, hogy a szinosztalyok csticsai egymast kivetik, akkor el6fordulhat, hogy
egy kevesebb szinnel torténd jolszinezést kapunk. Ilyenkor az a kérdés, hogy a szinosztalyokat
milyenk sorrendbe érdemes tenni? Azt figyeltiik meg, hogy nincs jelentss kiilonbség akozott,
hogy a szinosztalyok mérete szerint névekvd, vagy egy véletlen szinosztély sorrendet hasznalunk.
Mivel az utobbi gyorsabban megvalosithato, ezért mi azt valasztottuk. Azt is megfigyeltiik, hogy
érdemes t6bbszor is ismételni ezt a javito eljarast a jobb eredmények elérése érdekében.

A kisérleti eredményeket bemutato tablazat celldinak értékei azt mutatjak, hogy a megfelels
algoritmus milyen aranyban talalt adott szinnel jolszinezést (négy tizedes jegyre kerekitve). Az
adatok 100000 darab Gypg1/2 grafra vonatkoznak. Az utolsé oszlop az egy gréifra vonatkozo
futasidét tartalmazza ezredmasodpercben. Minden algoritmus-szinszdm parhoz két érték is tar-
tozik. A cella als6 értéke a szinosztalyok szerinti sorrenddel javité algoritmus 10 futtatasa utani
eredményeket mutatja, mig a fels§ érték a csak a mohd modszer alkalmazasaval kapott ered-
mény.

Az eredmények azt mutatjak, hogy érdemes a véletlen sorrend helyett méas stratégiakat hasznélni,
mert igy vagy gyorsan kaphatunk megfelel§ szinezésszamokat, mint példaul a largest first (csok-
kend fokszéamok) sorrenddel, vagy egész jo szinezésszamokat kapunk, mint a saturation largest
first algoritmussal, csak kicsit hosszabb id6 alatt. A javité modszeriink hasznilata minden es-
etben jelentds javulast eredményezett. Itt kiilon nem irtam a futésidét, minden esetben 10
moh¢ algoritmust futtattunk a javitashoz, ezért az ehhez sziikséges id§ nagyjabol a 10 legjobb
algoritmus futasideje.



16 17 18 19 20 >20  Futéasids (ms)

10 legjobb - - 0.0006 0.0201 0.1661 0.8132 0.9111
0.0002 0.0275 0.3832 0.5301 0.0588 0.0002

100 legjobb - - 0.0006 0.0199 0.1643 0.8152 9.0694
0.0001 0.0257 0.3843 0.5301 0.0596 0.0002

Largest first - 0.0010 0.0415 0.3020 0.4608 0.1947 0.1654
0.0003 0.0438 0.4659 0.4586 0.0314 0.0001

Smallest last - 0.0002 0.0168 0.1722 0.4312 0.3796 1.9934
0.0004 0.0482 0.4741 0.4473 0.0299 0.0001

Saturation largest first 0.0036 0.1317 0.5108 0.3133 0.0394 0.0012 2.7447
0.0058 0.2074 0.6088 0.1749 0.0031 -

1. tablazat: A mohd szinezés eredményei.

A javité algoritmusunk annyira j6l miikodstt, ami 6néllé algoritmusként is alkalmazhatova tette.
Els6 1épésben a moho szinezéssel kiszinezziik a grafot egy véletlen cstucssorrend szerint. Ezutan
a szinosztalyok egy véletlen sorrendje szerint rakjuk sorba a graf cstcsait, és eszerint szineziink
a moho algoritmussal. A mésodik 1épést ismételjiik k-szor. A kovetkezd tablazat ennek az
algoritmusnak az eredményeit mutatja 10000 grafra kiilonbozé k értékek mellett. A kapott
szinezésszamok javulnak, a nem javitott mohé modszerekhez képest 1-2 szin javulast jelentve,
de a futasidg jelentGsen megnd, hiszen minden esetben (k+1 alkalmommal kell mohon szinezniink
a grafot. Osszehasonlitasul a k := 100 eset futéasideje nagyjabol a 100 legjobb algoritmuséval
azonos. Azt tapasztaltuk, hogy k := 1000 iterécio felett mar nem tapasztalhato lényeges javulas,
azonban kiemelendd, hogy ebben a legjobban szinez§ esetben mar sokszor 15 vagy 16 szin is
elég, és egyszer sem hasznaltunk 17 szinnél t&bbet.

15 16 17 18 19 >19  Teljes futésidé (s)
k=10 - - 0.0216 0.4223 0.5297 0.0264 7.85
k =100 - 0.0367 0.6582 0.3051 - - 77.42
k=500 0.0018 0.3451 0.6521 0.0010 - - 385.172
k :=1000 0.0073 0.6072 0.3855 - - - 768.753

2. tablazat: A javitott moho szinezés eredményei.

Tabu szinezés. Az altalunk kiprobalt algoritmusok koziil a tabu szinezés (vagy més néven
tabu keresés) tudta a grafokat a legkevesebb szinnel jolszinezni. A tabu keresés egy heurisztikus
optimalizald algoritmus, amelynek az dltalanos miikddése a kivetezGképpen foglalhato Ossze.
A lehetséges megoldasok S halmazan szeretnénk minimalizalni az f : S — R célfiiggvényt.
Minden s € S megoldashoz definidljuk a megoldas N(s) szomszédait. Valamilyen sy € S
megoldassal indulunk. Ezutan minden lépésben kivalasztjuk az aktuélis s; megoldéas legkisebb
célfiiggvény-értékii s* szomszédjit, amennyiben s* nem szerepel a tabu listdn. Ugyanis a futéds
soran végig fenntartunk egy rogzitett hossza T' tabu listat, amelyet folyamatosan frissitiink: ha
az s megoldasbol s’-be léptiink, akkor az s’ — s lépés bekeriil a tabu listaba, a legrégebben T-be
keriilt 1épést pedig toroljiik. Ha a legjobb szomszédos megoldés szerepel a tabu listan, akkor
egy masikat valasztunk helyette. Ez azt hivatott elGsegiteni, hogy a keresés ne térjen vissza
korabban mar felkeresett megoldasokba, és ne ragadjon meg egy-egy lokélis optimumhelyen. Az
altalanos lépés a gyakorlatban tgy térténik, hogy adott s; megoldas esetén s;-nek csak régzitett
szamu szomszédjat generaljuk le, és ha véletleniil a tabu listan szereplé szomszédot generaltunk,



akkor ezt figyelmen kiviil hagyjuk, és helyette generalunk egy masikat. Az igy kapott szomszédos
megoldasok koziil a legjobbat valasztjuk, frissitjiik a tabu listat, és folytatjuk az iterdciot. Az
algoritmus akkor all le, ha elértiink egy kivant f* célfiiggvény értéket, vagy egy elére definialt
maximaélis iteracié szamot.

A tabu keresés grafszinezésre torténd alkalmazasakor Hertz és de Werra 1987-es cikkét vettiik
alapul. A lehetséges megoldasok s = {V1, Vs, ..., Vi } ahol a V; halmazok V(G) egy particiojat
alkotjak. Igy minden megoldas egy k szinnel szinezésnek felel meg. Az indulé megoldas egy
véletlen szinezés k szinnel. Mivel az indulé megoldés valasztédsa nagy hatassal van az algoritmus
eredményére, minden graf szinezésekor 10 kiilonb6z6 indulé megoldassal is futtattuk az algo-
ritmust. Az algoritmus hatranya, hogy k értékét elére meg kell adnunk, az output pedig nem
biztos, hogy jolszinezés lesz.

A célfiiggvényben minden particié halmazra a particion beliili élek szamat Gsszegezziik:

, ahol G[V;] a V; pontok éltal feszitett részgraf. A célfiiggvény értéke tehat a graf olyan éleinek
szdma, amelyeknek mindkét végpontja azonos szint (ezek a "rossz" élek). A cél igy egy olyan
megoldas megkeresése, amelyre f = 0. Ez pontosan akkor teljesiil, ha s jolszinezés. Egy
megoldas szomszédait agy kapjuk meg, hogy V(G) valamelyik s-ben V;-beli pontjat attessziik
a V; partici6 halmazba. Mivel f minimalizalasa a cél, csak azok a szomszédok az érdekesek
szdmunkra, amikor valamelyik particion beliili él egyik végpontjat rakjuk 4t méasik particié
halmazba. A tabu listat gy frissitjiik, hogy ha a v cstcsot tessziik at az aktualis 1épésben az
i-edik szinosztalybol a j-edikbe, akkor (v,i) lesz a tabu lista legajabb eleme: a v csiicsot egy
darabig nem tehetjiik vissza V;-be. A tabu lista legrégebbi elemét toroljiik.

Az algoritmus paraméterei a felhasznalhat6 szinek k szama, a lépésenként generalt szomszédos
megoldasok N szama, a tabu lista |T'| mérete, és a maximélisan engedélyezett iteraciok szama.
Nekiink az N = 30, |T'| = 7 valasztas, és a maximum 3000 iteraci6 valt be leginkabb.

Input G=(V,E)
k a felhasznédlhat6 szinek szama
|T'| a tabu lista mérete
N a lépésenként generalt szomszédok szama
maxiter: az iteraciék maximalis szama

Inicializalas s véletlen szinezés generdlasa
i:=0
T:=0

while f(s) > 0 és ¢ < maxiter
s N szomszédjanak generalasa
s* ezek koziil a legjobb, ami nem tabu
5:=s"
T frissitése
ti=1+1
Output Ha f(s) = 0, akkor egy szinezés k szinnel
ha f(s) > 0, akkor nem taldltunk jo szinezést

3. tablazat: A tabu szinezés algoritmus mikodése.



A tabu szinezés eredményeit bemutaté tablazatban a sorok a szinszamokat jelolik. Az els6
oszlop azt mutatja, hogy milyen ardanyban sikeriilt a tabu szinezésnek az adott szamu szinnel
jo szinezést talalni. A kévetkez6 oszlopban és a teljes futasids szerepel. Az adatok 1000 grafra
vonatkoznak.

Az eredmények alapjan majdnem mindig sikeriilt 15 szinnel szinezniink a grafokat, 16 szinnel
pedig mindig. Ritkan az is el6fordult, hogy 14 szin elég volt. A tabu szinezés futédsideje joval
hosszabb barmelyik korabbi mohé algoritmusnél, azonban a kapott szinszamok is jobbak lettek.
Osszegezve az eddigieket a sejtésiink az, hogy G100,1/2 kromatikus szama nagy valoszintséggel
legfeljebb 15 lehet.

Szinszam  Sikeres szinezések ardnya Teljes futésids (s)
14 0.023 3206.44
15 0.922 774.97
16 1 41.82

4. tablazat: A tabu szinezés eredményei.
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