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Ismeretes, hogy a szerkezetképzddés az embriondlis fejlédés egyik sajatos jellemzGje. Cooke
és Zeeman tanulmdnya 6ta tobb cikk is modellezte a szomitogenezist vagy mds néven csi-
golyaképzddést. A Schlogl-féle séma, a Gray-Scott-modell, illetve a Schnackenberg-modell

mintdjdra a tanulmanyban egy

at[A] — dAAr [A] + f] ([A]) [B]))
0:[Bl = dpA:[B] + f2([Al, [B])

&)

alakd kémiai reakcio-diffizié-rendszert javasoltak a szerzGk két anyag koncentracidja idéfej-

16désének leirdsdra, ahol a modell alapjdul szolgdld

kq

AMR  24+B%3aA,  BER @)

kémiai séma az .
[A] = f1([A],[B]) := —I4[A] + k,[A]*[B], 3)
[B] = f1([Al,[B]) :=k’; — ks[B] — ka[A]?[B]

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert generdlja. Itt A €s B az adott kémiai anyagokat

s 2z

(k1, k2, k3, k! ;) dlland6k pedig pozitiv paraméterek. A (3) kinetikai rendszert szokds sebességi
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egyenletnek is hivni, a benne szerepl§ paramétereket pedig sebességi dllandoknak (v6. [5]).
Az egyenletben 1€v6 harmadfoku nem-linearitasnak a (2)-beli méasodik autokatalitikus reakcid
az oka.

Az attekinthetGség kedvéért bevezetjiik az

x = ki, B := ks, v =k';, d:=k3
jeloléseket és a koncentriciok esetében elhagyjuk a zaréjeleket: A = [A], B := [B]. Igy a

vizsgdlatunk targya az

A =fi(A,B) := —axA + BA’B, B=1(A,B):=5—vB—BA’B 4)

nemlinedris kozonséges differencidlegyenlet-rendszer. A rendszerben hdromféle bifurkacié
felléptét igazoltunk, amelyekre vonatkozo elégséges feltételeket az aldbbiakban targyaljuk:
Tegyiik fel, hogy a n := psy paraméterértéknél a (4) rendszer xsn egyensulyi helyzetére

az aldbbi feltételek teljesiilnek.

(SN1) A 0,f(xsn, isn) mdtrixnak a O egyszeres sajatértéke, és a tobbi sajatérték valds része

zérustol kiillonboza.

(SN2) Ha p € R? a 0,f(xsn, isn) métrix zérus sajtértékéhez tartozo baloldali sajatvektora,

akkor a :=p' - 0,f (xsn, Hsn) # 0.

(SN3) Ha q € R? a 0:f(xsn, Usn) madtrix zérus sajatértékéhez tartoz6 (jobb oldali) sajatvek-

tora, akkor b := p' - [311f(xsn, Hsn) (g, q)] # O.

Ekkor igaz az aldbbi allités.
Tétel (nyereg-csomo-bifurkacié.) Az (SN1)-(SN3) feltételek teljesiilése esetén

1. van olyan 0 € I C R nyilt intervallumon értelmezett y = (y1,v2) : I — R? x R

¢'-gorbe, amelyre
vyl ={(x,p) eR*xR: f(x,1) =0},  v(0) = (xsnybsn),  V(0) = (q,0).

2. az (Xsn, Usn) rendezett par az

f(x,u) =0



egyenlet bifurkiciés pontja, ami azt jelenti, hogy (xsn, usn) € R? x I tetszéleges

kornyezetében vannak olyan

(un, Hn)) (Vny Hn) € R? x I, u,#vy (neN)

sorozatok, amelyekre

f(un) Ian) =0= f(vn) I"LTL) (Tl € N) és lim (un) I“LTL) = (XSN) IJ'SN) = nli_)ngo(vn) Hn)»

n—oo

. a7y gorbe masodik komponensének masodik derivaltja nem tdnik el a O-ban: ¥y,(0) =

—b/a, tovabba

e b/a < 0esetén

0 (FL< HSN))
{xeR*: f(x, ) =0} =4 T (1= pusn),
2 (u> psn)
(szuperkritikus bifurkacio);
e b/a > 0esetén
0 (1> psn),
{x e R?: f(x, 1) =0}| =< 1 (= psn),
2 (p < usn)

(szubkritikus bifurkacio).

Tegyiik fel, hogy a i := py paraméterértéknél a (4) rendszer x;; egyensilyi helyzetére az aldbbi

feltételek teljesiilnek.

(PAH1) Alkalmas e > 0, illetve tetszéleges 1 € (Hn—¢, € ) esetén a 04f(xyy, 1) matrixnak

van egy p(u) + w(p)1 sajatértékparija.

(PAH2) Teljesiil az athaladasi feltétel: p(uy) =0, w(uy) # 0.

(PA3) Teljesiil az transzverzalitasi feltétel: p’ (1) # 0.

Ekkor igaz az aldbbi allités.
Tétel (Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkacié). A (PAH1)-(PAH3) feltételek teljesiilése esetén
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1. van olyan 6 > 0 szdm, hogy

(MH — &y HH +8) C (MH — & Uy + €)

és van olyan p : (puy — 8, uy + ) — R fliggvény, hogy barmely T € (uy — &, uy + 0)

esetén az
x = f(x, u(7))
egyenletnek van

[5t—p(t,T)

periodikus megoldésa.
2. Az (xy, un) € R? x R pontnak van olyan kornyezete, amely a
p(t,7)  (tel, T€ (uyu—25un+8))
csalddon kiviil nem tartalmaz hatarciklust.

Legyen F € ¢'(R? x R?, R?), u € R?, majd tegyiik fel, hogy az

x = F(x, u) (5)

rendszer xg7 := 0 egyensulyi helyzete esetén az

Apr := 01F(xpT, Hp7)

matrixnak a O kétszeres sajatértéke, ahol ugr := 0, majd jeldlje qo, q, ill. po, p1 az At matrix
ezen sajatértékéhez tartozo dltaldnositott jobb oldali, ill. bal oldali sajitvektorait, pontosabban

legyen
Agrqo =0, Aprqi =qo & Agpr =0, Agrpo = p,
ill.
(4o, po) = {qi,p) =1 & (qi,po) = (qo, P1) = 0. ©)
Irjuk fel valamely x € R? vektort
X =Y1qo + Y2qs
alakban, ahol
yr:=(xp) & Y= (x,p1),

majd tegyiik fel, hogy fenndllnak az alabbi feltételek.
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(BTO0) A 2Agr matrix kiilonbozik a zérusmatrixtdl: Agt # O.

(BT1) ay + byy # 0, ahol

aZ aZ
ay = =— (F + by = F + ;
20 6y$< (U1qo yanH)»Po) y:0> 1 ay16yz< (Ui1qo yzqnu),p]) o
(BT2) by # 0, ahol
2
b= 5 (F(y1go +yoar, 1), pr)| -5
Y3 y=0

(BT3) a
G(x, ) := [F(x, 1), Tr (3:F(x, ), det (:F(x, 1))l ((x,p) € R* x R?)

leképezés reguldris az (Xgt, Ugy) pontban: az (Xgr, Ugy) pontbeli Jacobi-madtrixa inver-

talhato.

Ekkor igaz az aldbbi allitds (vo. [4]).
Tétel (Bogdanov-Takens-bifurkacié). A (BT0)-(BT3) feltételek teljesiilése esetén a (5) rend-

szer topologikusan ekvivalens egy

="y, M2 = By + Bam + 17 + snmz2 + O(|n|1*) )

alakd rendszerrel, ahol 3 és 3, a  paraméternek olyan fiiggvénye, amelyre 3;(0) = 0 = 3,(0)

teljesijl, tovabba s := sgn [bzo(azo + b]])] = +1.
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