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Ismeretes, hogy a szerkezetképződés az embrionális fejlődés egyik sajátos jellemzője. Cooke

és Zeeman tanulmánya óta több cikk is modellezte a szomitogenezist vagy más néven csi-

golyaképződést. A Schlögl-féle séma, a Gray-Scott-modell, illetve a Schnackenberg-modell

mintájára a tanulmányban egy

∂t[A] = dA∆r[A] + f1([A], [B]),

∂t[B] = dB∆r[B] + f2([A], [B])

 (1)

alakú kémiai reakció-diffúzió-rendszert javasoltak a szerzők két anyag koncentrációja időfej-

lődésének leírására, ahol a modell alapjául szolgáló

A
k1→ R, 2A+ B

k2→ 3A, B
k3
�
k ′
−3

R (2)

kémiai séma az
˙[A] = f1([A], [B]) :≡ −k1[A] + k2[A]

2[B],

˙[B] = f2([A], [B]) :≡ k ′
−3 − k3[B] − k2[A]

2[B]
(3)

közönséges differenciálegyenlet-rendszert generálja. Itt A és B az adott kémiai anyagokat

reprezentálják, melyek koncentrációját szögletes zárójel, azok rezervoárját pedig R jelöli, a

(k1, k2, k3, k
′
−3) állandók pedig pozitív paraméterek. A (3) kinetikai rendszert szokás sebességi
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egyenletnek is hívni, a benne szereplő paramétereket pedig sebességi állandóknak (vö. [5]).

Az egyenletben lévő harmadfokú nem-linearitásnak a (2)-beli második autokatalitikus reakció

az oka.

Az áttekinthetőség kedvéért bevezetjük az

α := k1, β := k2, γ := k ′
−3, δ := k3

jelöléseket és a koncentrációk esetében elhagyjuk a zárójeleket: A := [A], B := [B]. Így a

vizsgálatunk tárgya az

Ȧ = f1(A,B) :≡ −αA+ βA2B, Ḃ = f2(A,B) :≡ δ− γB− βA2B (4)

nemlineáris közönséges differenciálegyenlet-rendszer. A rendszerben háromféle bifurkáció

felléptét igazoltunk, amelyekre vonatkozó elégséges feltételeket az alábbiakban tárgyaljuk:

Tegyük fel, hogy a µ := µSN paraméterértéknél a (4) rendszer xSN egyensúlyi helyzetére

az alábbi feltételek teljesülnek.

(SN1) A ∂1f(xSN, µSN) mátrixnak a 0 egyszeres sajátértéke, és a többi sajátérték valós része

zérustól különböző.

(SN2) Ha p ∈ R2 a ∂1f(xSN, µSN) mátrix zérus sajátértékéhez tartozó baloldali sajátvektora,

akkor a := pT · ∂2f(xSN, µSN) 6= 0.

(SN3) Ha q ∈ R2 a ∂1f(xSN, µSN) mátrix zérus sajátértékéhez tartozó (jobb oldali) sajátvek-

tora, akkor b := pT · [∂11f(xSN, µSN)(q,q)] 6= 0.

Ekkor igaz az alábbi állítás.

Tétel (nyereg-csomó-bifurkáció.) Az (SN1)-(SN3) feltételek teljesülése esetén

1. van olyan 0 ∈ I ⊂ R nyílt intervallumon értelmezett γ = (γ1, γ2) : I → R2 × R

C1-görbe, amelyre

γ[I] =
{
(x, µ) ∈ R2 × R : f(x, µ) = 0

}
, γ(0) = (xSN, µSN), γ̇(0) = (q, 0).

2. az (xSN, µSN) rendezett pár az

f(x, µ) = 0
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egyenlet bifurkációs pontja, ami azt jelenti, hogy (xSN, µSN) ∈ R2 × I tetszőleges

környezetében vannak olyan

(un, µn), (vn, µn) ∈ R2 × I, un 6= vn (n ∈ N)

sorozatok, amelyekre

f(un, µn) = 0 = f(vn, µn) (n ∈ N) és lim
n→∞(un, µn) = (xSN, µSN) = lim

n→∞(vn, µn);

3. a γ görbe második komponensének második deriváltja nem tűnik el a 0-ban: γ̈2(0) =

−b/a, továbbá

• b/a < 0 esetén

∣∣{x ∈ R2 : f(x, µ) = 0
}∣∣ =


0 (µ < µSN),

1 (µ = µSN),

2 (µ > µSN)

(szuperkritikus bifurkáció);

• b/a > 0 esetén

∣∣{x ∈ R2 : f(x, µ) = 0
}∣∣ =


0 (µ > µSN),

1 (µ = µSN),

2 (µ < µSN)

(szubkritikus bifurkáció).

Tegyük fel, hogy a µ := µH paraméterértéknél a (4) rendszer xH egyensúlyi helyzetére az alábbi

feltételek teljesülnek.

(PAH1) Alkalmas ε > 0, illetve tetszőlegesµ ∈ (µH−ε, µH+ε) esetén a∂1f(xH, µ)mátrixnak

van egy ρ(µ)±ω(µ)ı sajátértékpárja.

(PAH2) Teljesül az áthaladási feltétel: ρ(µH) = 0,ω(µH) 6= 0.

(PA3) Teljesül az transzverzalitási feltétel: ρ ′(µH) 6= 0.

Ekkor igaz az alábbi állítás.

Tétel (Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkáció). A (PAH1)-(PAH3) feltételek teljesülése esetén
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1. van olyan δ > 0 szám, hogy

(µH − δ, µH + δ) ⊂ (µH − ε, µH + ε)

és van olyan µ : (µH − δ, µH + δ)→ R függvény, hogy bármely τ ∈ (µH − δ, µH + δ)

esetén az

ẋ = f(x, µ(τ))

egyenletnek van

I 3 t 7→ p(t, τ)

periodikus megoldása.

2. Az (xH, µH) ∈ R2 × R pontnak van olyan környezete, amely a

p(t, τ) (t ∈ I, τ ∈ (µH − δ, µH + δ))

családon kívül nem tartalmaz határciklust.

Legyen F ∈ C1(R2 × R2,R2), µ ∈ R2, majd tegyük fel, hogy az

ẋ = F(x,µ) (5)

rendszer xBT := 0 egyensúlyi helyzete esetén az

ABT := ∂1F(xBT ,µBT)

mátrixnak a 0 kétszeres sajátértéke, ahol µBT := 0, majd jelölje q0,q1, ill. p0,p1 az ABT mátrix

ezen sajátértékéhez tartozó általánosított jobb oldali, ill. bal oldali sajátvektorait, pontosabban

legyen

ABTq0 = 0, ABTq1 = q0 és ATBTp1 = 0, ATBTp0 = p1,

ill.

〈q0,p0〉 = 〈q1,p1〉 = 1 és 〈q1,p0〉 = 〈q0,p1〉 = 0. (6)

Írjuk fel valamely x ∈ R2 vektort

x = y1q0 + y2q1

alakban, ahol

y1 := 〈x,p0〉 és y2 := 〈x,p1〉,

majd tegyük fel, hogy fennállnak az alábbi feltételek.
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(BT0) A ABT mátrix különbözik a zérusmátrixtól: ABT 6= O.

(BT1) a20 + b11 6= 0, ahol

a20 :=
∂2

∂y21
〈F(y1q0 + y2q1,µ),p0〉

∣∣∣∣
y=0
, b11 :=

∂2

∂y1∂y2
〈F(y1q0 + y2q1,µ),p1〉

∣∣∣∣
y=0

;

(BT2) b20 6= 0, ahol

b20 :=
∂2

∂y21
〈F(y1q0 + y2q1,µ),p1〉

∣∣∣∣
y=0

;

(BT3) a

G(x,µ) := [F(x,µ),Tr (∂1F(x,µ)) , det (∂1F(x,µ))] ((x,µ) ∈ R2 × R2)

leképezés reguláris az (xBT ,µBT) pontban: az (xBT ,µBT) pontbeli Jacobi-mátrixa inver-

tálható.

Ekkor igaz az alábbi állítás (vö. [4]).

Tétel (Bogdanov-Takens-bifurkáció). A (BT0)-(BT3) feltételek teljesülése esetén a (5) rend-

szer topologikusan ekvivalens egy

η̇1 = η2, η̇2 = β1 + β2η1 + η
2
1 + sη1η2 +O(‖η‖3) (7)

alakú rendszerrel, aholβ1 ésβ2 aµ paraméternek olyan függvénye, amelyreβ1(0) = 0 = β2(0)

teljesül, továbbá s := sgn [b20(a20 + b11)] = ±1.
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