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Késźıtette: Gyúró Noémi
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Szomitogenezis bifurkációi 1/20



A kémiai reakció-diffúzió-rendszer

A
k1→ R,

2A+ B
k2→ 3A,

B
k3
⇋
k ′
−3

R,

kémiai séma alapján (vö. A. Lemarchand B. Nowakowski, [5]):

∂t [A] = dA∆r[A] + f1([A], [B]),

∂t [B] = dB∆r[B] + f2([A], [B])

 (1)

Szomitogenezis bifurkációi 2/20



A kinetikai differenciálegyenlet-rendszer

(1)

↓
˙[A] = f1([A], [B]) :≡ −k1[A] + k2[A]

2[B],

˙[B] = f2([A], [B]) :≡ k ′
−3 − k3[B] − k2[A]

2[B]

 (2)

A,B : az adott kémiai anyagok,

[ . ] : anyag koncentrációja,

k1, k2, k3, k
′
−3: pozit́ıv állandók.
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Áttekinthetőség

(A,B) := ([A], [B]), (α,β, γ, δ) := (k1, k2, k3, k
′
−3)

jelölések bevezetésével

(1) //

Ȧ = f1(A,B) :≡ −αA+ βA2B,

Ḃ = f2(A,B) :≡ δ− γB − βA2B

(3)
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Fizikai relevancia

Tétel. (pozitivitás)

(3) egyenlet A(0) > 0, B(0) > 0 kezdeti feltételnek eleget tévõ
megoldásai t > 0 esetén is pozit́ıvak maradnak.

Tétel. (disszipativitás)

(3) kinetikai rendszernek minden, a fázisśık pozit́ıv kvadránsában
induló pályája az

Ω :=

{
(A,B) ∈ (R+

0 )
2 : σ(A,B) ≤ k

µ
+ ε, ε > 0

}
halmazba torkollik, ahol k , µ > 0 alkalmas állandó.
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Egyensúlyi helyzetek

Az [A,B] fázisśık pozit́ıv kvadránsának határán egyetlen EH van:

Eb := (0, γ/δ)

A belsõ EH-k pedig:

B = N1(A) és B = N2(A)

izoklinák metszéspontjában helyezkednek el, ahol (A > 0)

N1(A) :=
α

βA
és N2(A) :=

γ

δ+ βA2
.
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Egyensúlyi helyzetek

N1 = N2 ⇝ π(A) := αβA2 − βγA+ αδ (A > 0)

Az egyensúlyi helyzet elsõ komponense a másodfokú polinom gyöke.

K := βγ2 − 4α2δ

• K < 0 ⇒ nincs belsõ egyensúlyi helyzet;

• K = 0 ⇒ pontosan egy belsõ egyensúlyi helyzet van:

E :=
(
A,B

)
:=

( γ

2α
,
γ

2δ

)
;

• K > 0 ⇒ két belsõ egyensúlyi helyzet van: E± := (A∓,B±), ahol

A± :=
βγ±

√
βK

2αβ
és B± :=

α

δ
· A±.
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Belső EH-k az izoklinák metszéspontjában
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Az izoklinák K < 0, K = 0 és K > 0 esetben.
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Egyensúlyi helyzetek stabilitása

Tétel.

1. Eb: lokálisan, K < 0 esetén pedig globálisan aszimptotikusan
stabilis.

2. E: lehet stabilis meg labilis is.

3. E+: labilis.

4. E−:

4.1 (lokálisan) aszimptotikusan stabilis, ha

2α3 < γ(
√

βK + βγ),

4.2 labilis, ha
2α3 > γ(

√
βK + βγ).
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A rendszer fázisportréja
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A rendszer fázisportréja
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K = 0 esetben: (E stabilis, ill. labilis).
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Nyereg-csomó bifurkáció

K = 0 //

CSN :=

{
(α, δ) ∈ R2

+ : δ =
βγ2

4α2

}

µSN :=
4α2δ

γ2

Tétel. (Nyereg-csomó bifurkáció)

α ̸= 2δ feltétel teljesülése esetén a (3) rendszerben a β = µSN kritikus
értéknél szuperkritikus nyereg-csomó-bifurkáció lép fel.
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Nyereg-csomó bifurkációs görbe
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Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkáció

CPAH :=
{
(α, δ) ∈ R2

+ : Tr(J(E−) = 0
}
=

{
(α, δ) ∈ R2

+ : δ =
αβγ2 − α4

βγ2

}

µH :=
α4

γ2(α− δ)

Tétel.

Ha fennáll a α ≤ δ feltétel, akkor a (3) rendszernek nincsen
nemtriviális periodikus megoldása.
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Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkáció

Tétel. (Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkáció)

Ha K > 0 és α > 2δ, akkor a β = µH kritikus paraméterértéknél a (3)
rendszer E−(β) = (A+(β),B−(β)) egyensúlyi helyzetébõl határciklus
bifurkálódik Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkációval;a bifurkáció
szuperkritikus, mivel az

l1 :=
α4

2ωγ2(α− 2δ)(α− δ)2
·
(
−9α2 + 13αδ+ 4δ2

)
elsõ Poincaré-Ljapunov együttható negat́ıv
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Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkációs görbe
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A (3) rendszer fázisportréja
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K > 0 és β < µN , ill. β = µH esetben.
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Bogdanov-Takens-bifurkációs diagram
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Bogdanov-Takens-bifurkáció

Tétel. (Bogdanov-Takens-bifurkáció)

A
β := γ := 2

3
√
2

feltétel teljesülése esetén a (3) rendszernek a (α, δ) = (2, 1) pár
Bogdanov-Takens-bifurkációs pontja: a (3) rendszer topológiailag
ekvivalens egy

η̇1 = η2,
η̇2 = β1 + β2η1 + η21 + η1η2 +O(∥η∥3)

}
alakú rendszerrel
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Bogdanov-Takens-bifurkáció
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Farkas, M.: Periodic Motions, Berlin, Heidelberg and New York:
Springer-Verlag, 1994.
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