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A kupszeletek, vagy masképp a masodrendi gorbék kiemelt szereppel birnak a geometridban,
mar az okor Ota tanulmanyozzak oket. Szép tulajdonsagokkal rendelkeznek, sok ezek koziil
nagyon joél hasznosithatd. Az aldbbiakban kitériink a kupszeletek egy ilyen tulajdonsagara,
majd bemutatjuk annak néhany gyakorlati alkalmazasat is.

Kipszeletek alternativ karakterizacidja

A kupszeleteknek van egy kevésbé ismert, de az eredetivel ekvivalens definicidja, ezt jarjuk
koriil a kovetkezo szakaszban a paraboldra és az ellipszisre vonatkoztatva. (Megjegyezziik,
hogy ezen definicioknak van a hiperbolara vonatkozé megfeleldje is, azonban hely szlikében azt
nem targyaljuk.) Tekintsiik az aldbbi lemmaékat:

Lemma 0.1 Legyen v (mint vezéralakzat) eqy kor G kézépponttal és r sugdrral, F' (mint fokusz)
pedig eqy pont a kor belsejében, ahol F' nem esik eqybe G-vel. Ekkor azon korok kozéppontjai,
amelyek athaladnak F-en, €s érintik v-t, eqy ellipszisen fekszenek, melynek fokuszpontjai F és
G, nagytengelyének hossza pedig r.

Bizonyitas Erintse az F-en 4thaladd, P kézépponti ¢ kor v-t a T pontban (1. dbra). Ekkor a
korok érintési tulajdonsagai miatt T', P és G kollinedrisak, emiatt érvényes az alabbi 0sszefiiggés:

r=TG=TP+ PG = FP + PG.

Ezt figyelembe véve az ilyen tulajdonsdgi P pontok F-t6l és G-t6l mért tavolsagosszege allando,
ezzel adodik az allitas.

Lemma 0.2 Legyen v eqy egyenes, F' pedig eqy rda nem illeszkedd pont. Ekkor azon korok
kozéppontjai, melyek dathaladnak F-en, €s érintik v-t, paraboldt alkotnak F' fokuszponttal és v
vezéregyenessel.

Bizonyitas Megint csak érintse az F-en &thaladd, P kozéppontu ¢ kér v-t a T pontban (2.
abra). Haszndlva az érintési tulajdonsigot, kapjuk, hogy PT L v. Eszerint P és v tavolsiga
éppen PT', de PT = PF, mivel T és F rajta van c-n. Ezzel azt kaptuk, hogy az ilyen P pontok
egyenlo tavolsagra vannak egy fix ponttol és egy fix egyenestol, azaz egy parabolan fekszenek.

A visszaverodési tulajdonsag

A tovabbiakban ratériink a parabola és az ellipszis egy tulajdonsagara, amely kapcsolatba hozza
a fokuszpontokat az érintokkel. Megjegyezziik, hogy a fentiekhez hasonléan ez is kiterjeszthetd
a hiperboléra.



Tétel 0.3 Egy v parabola vagy ellipszis tetszoleges P pontjaban hizott érinto felezi a P-hez
tartozo vezérsugarak szogét.

Bizonyitas Legyen 7 egy ellipszis F' fékuszponttal és v vezérkorrel (3. dbra). Az el6zé ellip-
szisre vonatkozé lemma értelmében a P kozépponti, PF sugart kor érinti v-t. Legyen ez a T
pont. Legyen tovabba b a /T PF szog szogfelezoje, K pedig egy tetszoleges, P-tol kiilonb6zo
pont b-n. Mivel K a szogfelezén fekszik, K'T'= KF. Emiatt a K kozépponti, K F sugari kor
(jelolje k) athalad T-n is. Azonban T illeszkedik v-re, és P # K, ezért k nem érintheti v-t, ami
implikalja, hogy K nem fekhet y-n. Azt kaptuk, hogy az ellipszisnek a szogfelezével nem lehet
P-n kiviil mas kozos pontja, azaz a meghuzott érinté egyben szogfelezo is.

Legyen ~ parabola F fékusszal és v vezéregyenessel (4. abra). Ujra a fenti jeloléseket
hasznalva a fenti érvelés atviheto a parabola esetére is, igy kapjuk, hogy a vezérsugarak
szogfelez6jének a paraboldaval egy kozos pontja van, ugyanakkor ez még nem feltétleniil jelent
érintést, ugyanis b lehetne parhuzamos a parabola tengelyével, igy szintén csak egy kozos pontja
lenne vele. Azonban meggondolhatd, hogy ez nem fordulhat eld, hiszen ekkor PT parhuzamos
lenne a parabola tengelyével, a PT és PF egyenesek egybeesnének, ami azt implikalna, hogy
a fokusz illeszkedik a vezéregyenesre.

Megjegyezziik, hogy ha kilépiink a valdés projektiv sikra, a parabola végtelen tavoli pontja
bizonyos értelemben megfeleltetheté fokusznak. Ezt és a fent bizonyitottakat egybevetve a
hullam-visszaver6dési torvénnyel, miszerint egy fénysugar vagy més hullam tgy verddik vissza
egy feliiletrol annak egy adott pontjaban, hogy a beesés és a visszaverddés szoge az azon pontbeli
érintohoz képest megegyezik, adodik, hogy egy ellipszis vagy parabola egyik fokuszan keresztiil
érkezé hullamok visszaver6dés utdn athaladnak a méasik fékuszon is. (Parabola esetében ez
azt jelenti, hogy a parabola tengelyével parhozamosan érkez6 hullamok keresztiilhaladnak a
fékuszon, és forditva.)

Alkalmazasok

A parabola reflektiv tulajdonsiagat hasznaljak a parabolaantennak, ahol az axidlisan érkezd
mitholdas jelek visszaverodés utan a parabola fokuszpontjaban elhelyezett vevéegységen kon-
centralédnak, igy kisebb mértékii jelerdsitésre és feliiletre van sziikség a jel vételéhez. Ugyanezen
elven gytijti 6ssze a helyszini titkosszolgalati megfigyelésekhez hasznalt, tavoli célpontra irdnyitott
parabolamikrofon a hanghullamokat is. Forditva, a parabolatiikor a fokuszbdl érkez6 hullamok
axialis szétszorasara is alkalmas, ezt haszndlja az autok fényszordja, melynél a fényforras
egy paraboloid alaku foncsor gyujtépontjaban helyezkedik el, és a fénysugarakat a haladasi
irdanyanak megfeleléen tovabbitja.

Megemlitjiik tovabba az ellipszis egy fontos alkalmazasat is, az un. lithotriptert, ami egy
vesekovek szétzuzasara kifejlesztett, mechanikai rezgéseket hasznalé nem-invaziv orvosi eszkoz.
Ez egy ellipszoidszelet alaki eszkoz, amit a paciens oldalara helyeznek oly mddon, hogy a
megcélzott veseko legyen az egyik fokuszpontjaban. A ko széttoréséhez hasznalt mechanikai
rezgéseket, ha kozvetleniil a k6 iranyaba kiildenék, kart okozhatna a szovetekben, azonban
ha azokat minden irdnyba elengedik az ellipszoid kiils6 fékuszpontjabol, azok eloszlanak, a
kisebb energiaju rezgések nem okoznak kart, az ellipszoid feliiletérdl visszaverddnek, és kon-
centralédnak a maésik fékuszban, ahol kifejtik hatdsukat a vesekévon, majd a porrd zuzott
kédarabok természetes iton tavoznak a szervezetbol, ezzel csokkentve a miitéttel jaré kockazatokat
és kellemetlenségeket.
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Figure 1: Ellipszis és vezérkore

Figure 2: Parabola és vezéregyenese
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Figure 3: Ellipszis é

Figure 4: Parabola ér
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