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Bevezetés

A Ramsey elmélet nagy struktirak elkeriilhetetlen részstrukturait vizsgal6 tudomanyag. Klasszikus
példa Ramsey tipusu tételre a témakor nevét viselé Frank P. Ramsey grafokra vonatkozoé tétele: két
szinnel szinezett kelléen nagy csicsszamu teljes graf mindig tartalmaz adott méretii egyszinti teljes
részgrafot. A tételt mas és mas kontextusba helyezhetjiik: Grafélek helyett szinezhetiink més ob-
jektumokat, példaul részhalmazokat, szamokat vagy éppen a sik pontjait. A keresett részstrukturak
ezen esetekben egyszinii részhalmazok, szamsorozatok, illetve konfiguraciok.

Az euklideszi Ramsey elmélet foleg az utébbival, a geometriai vonatkozasu kérdésekkel foglalkozik:
Tipikus esetben az euklideszi sik, vagy magasabb dimenziés tér pontjait szinezziik és egyszina konfi-
guraciokat keresiink. Az 1970-es években Erdos és tarsai haromrészes cikksorozatot [4] [5] [6] adtak

ki, ezzel elinditva a szisztematikus vizsgalatokat.

A félév soran két euklideszi Ramsey-tipusu kérdéskort vizsgaltunk. Egyrészt a témakor kozpontja-
ban 4ll6 tigynevezett Ramsey halmazokkal foglalkoztunk. Tavaly azt vizsgaltuk, miképp lehet Min-
kowski terekre altalanositani a Ramsey halmaz fogalmat. Megmutattuk, minden 2 pontd halmaz,
illetve minden szabalyos szimplex erésen Ramsey. Meglepé médon ezen egyszeru allitasok igazola-
sahoz is komoly tételek segitségére volt sziikségiink.

Idén az I, terek esetére tértiink ki. Kérdés, hogy az euklideszi esetben ismert tulajdonsdgok koziil
— a feltételek esetleges gyengitése mellett — melyek oroklédnek at az /,—~Ramsey halmazokra. Meg-
mutatjuk, tetszéleges p esetén minden két ponti halmaz exponencidlisan /,—Ramsey, illetve, hogy
minden hiromszog [, —Ramsey. A nem /;—Ramsey halmazok kéziil a legegyszertibb példaval foglal-

koztunk: az (1,1,2) oldalu elfajulé hdromszog [, —Ramsey tulajdonsédgait vizsgaltuk.

Masrészt a Hadwiger-Nelson probléma aszimmetrikus valtozatat is tovabb vizsgaltuk: 1973-ban Er-
do6sék vetették fel a kovetkezo kérdést: Milyen K konfiguracidkra teljesiil, hogy a sik minden piros-
kék szinezésében talalhaté vagy egységtavolsagu piros pontpar, vagy K-val egybevagé kék konfigura-
ci6? Egyszerii meggondolas alapjan minden 3 vagy kevesebb pontu konfiguracié teljesiti a feltétele-
ket. Juhasz [13] tétele azt allitja, hogy a 4 ponta konfiguracidok is rendelkeznek ezen tulajdonsaggal.
Kérdés, mi a helyzet a nagyobb pontszamu konfiguraciékkal: A legjobb felsé korlatot Csizmadia és
Téth [3] tétele adja, akik egy triikkkos konstrukciéval 8 pontu ellenpéldat mutattak.

Az én feladatom annak vizsgalata volt, hogy miképp lehet Csizmadia és Toth tételét Minkowski te-
rekre altalanositani. Az el6z6 félévben elsésorban egy egyszeriibb problémaval foglalkoztunk: adott
ponthalmaz eltoltjai kozott kerestiink egysziniit. Azonban az izometrikus egyszind példanyok kere-
sésénél nagyon érdekes nehézségekbe titkoztiink, idén ezt sikerilt kikiiszobolni. Megmutatjuk, egy

tetszoleges n dimenziés Minkowski térben 1étezik (9 + 0(1))n pontu ellenpélda.



1. Ramsey halmazok

A Ramsey elméletet alapjaiban meghatarozé gondolat 1930-bél szarmazik:

1.1. Tétel (Ramsey [17]). Minden k <1 és r értékekre létezik egy R = R(l,k,r) szdm, melyre teljesiil,
hogy r szinnel szinezve egy tetszdleges R elemu halmaz k elemi részhalmazait, mindig taldlhato egy

[ elemi részhalmaz, melynek minden k elemi részhalmaza azonos szini.

Az euklideszi Ramsey elmélet a fenti tételben megjeleno6 szemléletet igyekszik a geometria teriiletére
atiiltetni. Tekintsiink példaul egy r+1 csicsu szabalyos szimplexet. A csticsait tetszélegesen szinezve
r szinnel, mindig lesz azonos szinnel rendelkez6 csicspar. Vagyis minden r szinszamra igaz, hogy
egy r, vagy magasabb dimenziés euklideszi teret r szinnel szinezve elkeriilhetetlen az azonos szint
egységtavolsagu pontpart 1étrehozasa.

A pontpar ezen tulajdonsagat ragadja meg az tigynevezett Ramsey halmaz fogalma, melyet Erdésék

vezették be cikksorozatukban:

1.1. Definicié (Ramsey halmaz). Egy X c R" véges halmazt Ramsey-nek neveziink, ha minden r = 2
egészre létezik ng = no(X,r), hogy n = ng esetén R" tetszéleges r-szinezésében taldlhaté X-el egybevdgd

egyszint halmaz.
Az [, normacsaldd esetére szinte valtoztatas nélkiil kiterjeszthetjiik az eredeti definiciét:

1.2. Definicié (I, —Ramsey halmaz). Legyen p = 1 rogzitett. Azt mondjuk, hogy egy X véges metrikus
tér l,—Ramsey, ha minden r = 1 egészre létezik no = no(X,r), hogy n = ng esetén (R",l,) tetszéleges

r-szinezésében taldlhaté X-el izometrikus egyszini halmaz.

Az egyértelmiiség kedvéért a tovabbiakban a Ramsey halmazokat /o—Ramsey halmaznak nevezziik.
Kérdés, mely halmazok elégitik ki az [9—Ramsey feltételt, illetve, hogy mely tulajdonsagok 6rzéd-
nek meg a tobbi [/, térben. Trividlisan tetszdleges p esetén minden 1 pontd halmaz /,—Ramsey. A
fenti gondolatmenet alapjan az is egyszeruen latszik, hogy tetszoleges p-re minden egységtavolsa-
gl pontpdr, illetve minden szabdlyos szimplex /,—Ramsey. Sét, a 2 ponti halmazok ennél erésebb

feltételeket is teljesitenek:

1.3. Definicié (Exponencialisan [, —Ramsey). Legyen p rogzitett. Egy X c R" halmaz exponencidli-
san lp—Ramsey, ha létezik € = (X) > 0, hogy m = n és r <(e+1)" esetén (R™,1,) minden r-szinezésében

taldlhaté X -el izometrikus egyszinit halmaz.

A 2 pontu halmazok exponencidlis /o—Ramsey tulajdonsaga egybeesik a tér kromatikus szaménak
exponencidlis novekedésével. Ezt hosszui id6 utan Frankl és Wilson halmazrendszerek segitségével

igazoltak:

1.2. Tétel (Frankl-Wilson [10]). y(R™)=(1.2+ 0(1))”



Bizonyitds. (Vazlat)

Legyen q tetszdleges szam. Tekintsiik az n dimenziés tér azon pontjait, melyeknek koordinatai kozt
(2q — 1) helyen all 1/ \/2_ , a tobbi koordinata pedig 0. Egy v ponthoz definidljuk az F(v) := {i|x; # 0}
halmazt. Ekkor v1,ve pontok tavolsaga pontosan akkor 1, ha F(v1) és F(vg) metszete (g — 1) elem.
Igy atfogalmazhatjuk a feladatot a kovetkezoképp: Maximum hany F(v) halmazt valaszhatunk ki
ugy, hogy egyik halmazparnak se legyen a metszete (¢ — 1) elem@? Frank és Wilson belattak, hogy
ha g primhatvény, akkor (q'fl) halmazn&l nem véalaszthatunk tobbet, tehat:

n
YR =  max (an_—l)
q primhatvany (q— 1)

Megfeleloen valasztva g értékét y(R™) = (1.2 + 0(1))" adddik. O

Egyszerti megfigyelés, hogy az tételben bemutatott konstrukcié a permutécié-invarians nor-
makra, igy az [, normdkra is megfeleld, azaz tetszoleges p esetén minden 2 pontd metrikus tér
exponencidlisan /,—-Ramsey. (Egy norméat akkor neveziink permutécié-invaridnsnak, ha minden

o:{l,...n} = {1,...n} permutaciora [|(x1,...x)|l = [(Xg@),-- - Xom) |l teljesiil.)

A kovetkezo6 kérdés, hogy mit mondhatunk a haromszogrol. Ennek vizsgalatahoz sziikségiink lesz a

kovetkez6 tételre, mely fontos tulajdonsagat irja az [o—Ramsey halmazoknak:

1.3. Tétel (Szorzas-tétel [4l]). Legyenek K1 CR" és Ko < R™ la—Ramsey halmazok.

Ekkor K1 x Ko :={(x1,...%n,¥1,.--¥m) | (x1,...%n) €K1,(y1,...ym) € Ko} SR"*™ is ly—Ramsey.

A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy minden 2 elemti halmaz szorzata, azaz egy tégla csicshalma-
za rendelkezik az [o—Ramsey tulajdonsaggal.

Egy [3—Ramsey halmaz minden részhalmaza is /o—Ramsey, igy ha X egy tégla részhalmaza, akkor
X is [3—Ramsey. Ebbdl azonnal adédik, hogy példaul a derékszogt haromszogek /o—Ramsey hal-
mazok, hiszen egyetlen pont hozzavételével kiegészithetéek téglalappa. Kérdés, milyen halmazokra
igaz még, hogy pontjaik egy téglatest cstcsainak részhalmazat alkotjdk. Alljon X < R” (n +1) alta-
lanos helyzeti pontb6l. Ahhoz, hogy X pontjai kiegészithetéek legyenek egy tégla csicshalmazava,
egy sziikséges feltétel, hogy X semelyik 3 pontja se hatarozzon meg deréksziognél nagyobb szoget. Ez
a feltétel n < 3 esetben elégségesnek is bizonyul, igy a derékszogi haromszogek mellett minden he-
gyesszogli haromszog is [o—Ramsey. Mi a helyzet a tompaszogli haromszogekkel? A kérdést Frankl

és Rodl valaszoltak meg:
1.4. Tétel (Frankl-Rodl [8]]). Minden hdromszog lo—Ramsey.

Bizonyitds. (Vazlat)
Elészor azRamsey-tétel segitségével megmutatjuk, hogy minden ¢ > 0 szamra a v2t, v/2¢, V8t — 6

oldali haromszog lo—Ramsey:



Legyen n = R(2¢+1,2¢ — 1,r), azaz n-et olyan nagynak valasztjuk, hogy egy n elemt halmaz (2¢—1)
elemt részhalmazain definidlt tetszéleges r—szinezés tartalmaz egyszini (2¢ + 1) elemil egyszina
részhalmazt. Tekintsiik R" azon pontjait, melyeknek koordinatéi 2¢ — 1 helyet leszamitva 0, a mara-
dék helyeken pedig 1,2,...¢,¢—1,...1, ebben a sorrendben. Ezen pontok r— szinezése meghatarozza
az [n] ={1,...n} halmaz (2¢ — 1) elem részhalmazainak egy r—szinezését. Az n valasztdsa alapjan
létezik egy (2t + 1) elem@ S halmaz, melynek minden 2¢ — 1 elemt részhalmaza azonos szint. Va-
lasszuk ki S 3 részhalmazat dgy, hogy a hozzajuk tartozé A, B, C pontok nem 0 koordinatai B-ben
eggyel jobbrabb legyenek mint A-ban, és eggyel balrabb legyenek mint C-ben. Példaul ¢t =4-re A, B,

C a kovetkezo6 alaku:
={...1...2...3...4...3...2...1...0...0...}

{..0...1...2...3...4...3...2...1...0...}

Q W »
I

={..0...0...1...2...3...4...3...2...1..}

Igy A, B, C pontok egyszintiek, A és B, illetve B és C tavolsdga v2t, még A és C tavolsaga v/8i— 6.
A t értékét novelve a két rovidebb oldal altal bezart szog no, azaz megfeleléen nagy ¢t valasztasa

esetén egy tetszdlegesen lapos haromszioget kapunk. Minden egyenl6szari haromszog esetén megva-

laszthatjuk ¢ értékét gy, hogy a haromszog bedagyazhato legyen egy

V2t, V/2t, /8t — 6 oldaliaranyu haromszog és egy megfelelé hosszi ) ,-».f.::‘.“'.'.'.:".::_'.f ...... \.\.\.‘.’.‘.‘.‘.’.::::..

intervallum szorzataként el6allé hasabba. Igy az Szorzés tétel * ol
alapjan minden egyenl6szaru haromszog [o—Ramsey. A Szorzas tétel 4jboli alkalmazasaval az egyik
csucsot tovabb elemelve tetszoleges egyszinti haromszoget eldallithatunk, amibdl a tétel kovetke-

zik. O

Mi a helyzet a haromszogekkel a tobbi [, térben? Néhany specidlis esettel kezdjiik:
Azt mondjuk, hogy az {x1,x2,x3} halmaz hegyesszogii haromszog I ,-ben, ha [lx1 —x2[1? + [lx2 —x3]|? >

llx1 — %3P, illetve derékszogii I ,-ben, ha [x1 —x2|? + llxg — x3]1P = [lxg —x3/7.

1.5. Tétel (Sagdeev [19]). Legyen p rogzitett. Ekkor minden [ ,-ben hegyesszogii és I ,-ben derékszogu

hdromszog exponencidlisan l,—Ramsey.
Megmutatjuk, Frankl és Rodl tétele altalanosithaté [, terekre:
1.6. Tétel. Tetszdleges p esetén minden hdromszog l,—Ramsey.

Bizonyitds. (Vazlat)

Az euklideszi esethez hasonléan egy nagyon lapos haromszogbél indulunk ki: Frankl és Rodl bizonyi-
tasat kovetve minden p-re a \172_1,‘, \17/2_15, \p/m oldali haromszogek [/, —Ramsey halmazok.
A t értékét novelve a két rovidebb oldalhosszanak 6sszege tart a harmadik oldal hosszahoz, azaz
megfeleléen nagy ¢ valasztdasa mellett tetszélegesen lapos haromszoget allithatunk el6.

A kovetkezo két 1épésben az Szorzas tételhez hasonléan jarunk el: egy v/2t, v/2¢, v/2P*1(t—1)+2



oldald haromszog két, illetve a 2. 1épésben tovabbi 1 cstucsanak koordinatait kiegészitjiik ugy, hogy
tetszoleges egyszinti haromszoget kapjunk. Legyenek N1, Ny és N3 egészek, melyek értékeit késobb

hatarozzuk meg. Tekintsiik az n = N1 + Ng + N3 dimenziés pontok koziil a kovetkezo6 alaktakat:

* az els6 Ni koordinata 2¢ — 1 helyet leszamitva 0, a maradék helyeken e, 2¢,...te, (t — 1)e,...¢€,
ebben a sorrendben, ahol € >0
¢ a kovetkezé No koordinata koziil 1 értéke nem 0, a maradék koordinata pedig egy a szam

* az utols6 N3 koordinata koziil pedig 1 értéke nem 0, a maradék koordinata pedig egy 8 szam

Az n-dimenziés tér r—szinezése meghatarozza az [N1] halmaz (2t —1) elemi részhalmazainak rV2 V3 —

szinezését. Igy N értékét N1 = R(2¢ + 1,2t — 1,rV2"N3).nek valasztva lesz 2t + 1 elemii részhalmaza,
melynek minden (2¢ — 1) elemd részhalmaza azonos szind. Az els6 N koordinata szineit tekint-
siik rogzitettnek. Hasonléan, a Ng + N3-dimenzids tér r—szinezése meghatarozza a [N2] halmaz
rNs _gzinezését. Igy No = R(2,1,rV3) = r"*1 + 1 esetén lesz olyan 2 elemt részhalmaza, melynek
elemei azonos szintiek. Végiil ugyanezen meggondolas alapjan valasszuk N3 értékét R(2,1,r)=r+1-

nek.

Az n valasztasa alapjan kivdlaszthatunk egyszina A, B, C pontokat, melyek a kovetkezo alakuak:

A={.e.2. 3. te. (t-De...3e.2. .€.0.0.|. a.0.|[. p.0.}
B={...0...6...2¢...3¢...... te...(t—1ke...... 36...26...6...0...‘...0...01...‘...,3...0...}
C={..0...0...e...2. . 3c......te..(t-De.....3¢..2. ... ..a..0..[..0.p..}

Megfeleléen valasztva a, B és t értékét tetszoleges oldalhosszu haromszoget eléallithatunk a fenti

médon, igy valéban minden haromszég I, —Ramsey. O

Megjegyezziik, csak kevés tovabbi példa ismert /o—Ramsey halmazra: Kviz [14] tétele alapjan min-
den szabalyos sokszog, példaul a szabalyos 6tszog is [o—Ramsey. Tovabba Frankl és Rodl [9] megmu-
tattak, minden szimplex exponencialisan /o—Ramsey.

Azonban [, norméaban lényegesen mas a helyzet:
1.7. Tétel (Kupavskii-Sagdeev [15]). Minden véges metrikus tér exponencidlisan l.,—Ramsey.

Térjink at a nem /o—Ramsey halmazokra. Erdésék megmutattak, hogy ha egy konfiguricié nem
gombi, azaz pontjai nem egy gomb felszinén helyezkednek el, akkor nem /o—Ramsey. A témakor

leghiresebb sejtése szerint ennek forditottja is igaz:

1.1. Sejtés (Graham [11]). Egy véges halmaz pontosan akkor la—Ramsey, ha pontjai egy gomb felszi-
nén helyezkednek el.

A kérdés tobb mint 30 éve nyitva all, raadasul egy rivalis sejtés is megjelent (Leader és tarsai [16]]).



Az [ esetben a legegyszeriibb nem gémbi halmaz az (1,1,2) oldalu elfajul6 haromszog, a tovabbiak-
ban ezen halmaz I, —Ramsey tulajdonsagait vizsgaljuk. Ehhez elészor is tekinstiik az euklideszi eset

bizonyitasat:

1.8. Allitas (Erdés és tarsai [4]). Legyen X egy (1,1,2) oldalu elfajulé hdromszog. Ekkor X nem

lo—Ramsey.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy minden n-re R” kiszinezhet6 4 szinnel gy, hogy egyik szinosz-
taly se tartalmazzon egyszin X-el egybevagé halmazt: Egy x € R” pont szine legyen [IIxII%J (modulo
4). Indirekt tegyiik fel, hogy a szinezés tartalmaz egyszinii X-el egybevagé halmazt, azaz valamely

x-re, u-ra x, x + u és x —u ugyanazt a szint kaptak, ahol |ulo =1.

Ez azt jelenti, hogy léteznek a1, ag, a3 egészek, egy 0 < r < 4 egész és 01, 02, O3 szamok, melyre

0<06; <1 teljesiil (i =1, 2, 3) ugy, hogy:

lxl3 =4a1+7+6; (1)
lx—ul2 = 4ag+r+62 )
lx+ul2 = 4as +r+63 3)

Igy: (2)—(1):
—2<x,u> +1=4(ag—aji)+6s—-0;

(3)-(1):
2<x,u> +1=4(ag—a1)+03—-61

Tehat:

0=-2+4(ag+ag—2a1)+03+0s—201

ami ellentmondas, hiszen a1, ag, a3 egészek és 0<0; < 1.

O

Kérdés tehat, hogy a fenti bizonyitds miképp altalanosithaté [, terekre. Legyen X egy [,— (1,1,2)
haromszog. Azaz:

X = {x1,22,x30 lx1 —x2ll, = lxg — a3, = 1, llxg —x3l, = 2}

Kezdjiik néhany specialis esettel: Egyrészt Kupavskii és Sagdeev tétele alapjan minden véges
metrikus tér exponencidlisan /o, —Ramsey. Masrészt Sagdeev[L.5| tétele alapjan minden derékszogu
héaromszog exponencidlisan [/, ~Ramsey. Mivel X derékszogti haromszog [1-ben, igy a fentiek alapjan

X exponencidlisan /7 és [,,— Ramsey.



Erdésék bizonyitasat kévetve megmutatjuk, 1 < p < oo esetén X nem exponencidlisan /,—Ramsey:
Ehhez elég minden n-re olyan szinezést adni, melyben egyik szinosztaly sem tartalmaz X-el izomet-
rikus halmazt és a szinek szdma csak linearisan fiigg a dimenziészamtal.

Legyen 1 < p < oo rogzitett. Ekkor az egységgomb szigoruan konvex, tehat X minden euklideszi be-
agyazasban az x1, x2, x3 pontok egy egyenesre esnek, és xo az x1x3 szakasz felez6pontjara esik, azaz
X felirhat6 x, x +u, x — u alakban, ahol |lull, = 1.

Eloészor legyen 2 < p < oco. A Hélder egyenlétlenség alapjan:
lxll, < llxllg < nY27VP 2|,

Legyen d = [nY2VP] > 1, tehat 1 < lullz <d.
Egy x € R® pont szine legyen [IIxII%J modulo (2d2 +2). Tekintsiink egy x, x +u, x — u alaku (1,1,2)
haromszoget és indirekt tegyiik fel, hogy x, x + u és x —u ugyanazt a szint kaptak. Ekkor 1éteznek a1,

as, a3 egészek, egy 0 <r < d? +2 egész és 01, 09, 03 szamok, melyre 0<0; <1 (i =1, 2, 3) ugy, hogy:

lxl3 = (2d® +2)-a1 +7r+61 (4)
lx—ul3 =(2d?+2)-ag+r+02 (5)
lx+ul? =(2d?+2)-a3+r+03 (6)

Igy: (5)-(4):
—2(x,u) + lull? = (2d% + 2)az —a1) + 02 — 61

(6)—(4):
2(x,u) + llull2 = (2d* + 2)(as —a1) + 03— 61

Tehat:
0=—2|ull2+(2d?+2) a3 +az—2a1)+ 03 +0s — 20,

ami ellentmondés, hiszen —2 = —2||u||2 = —2d?2, a1, as, a3 egészek és 0<6; < 1.

Masodszor legyen 1 < p <2. A Holder egyenlétlenség alapjan:

lxlly < llxll, <
1/2-1/,
nY2 P ), < Dl < lxll,

nVP=12] > 1, egy x € R" pont szine pedig legyen |(dxll3)? | modulo (2d%+2). Az eléz6 ese-

Legyend = |
tekhez hasonléan ellenérizhet6, hogy a szinezés nem tartalmaz egyszinii X-el izometrikus halmazt.
A szinek szama csak linearisan n6 a dimenziészam szerint, tehat ez azt bizonyitja, hogy X nem lehet
exponencidlisan /,—-Ramsey (ha 1 < p <o00). Ennél erésebb allitds lenne, hogy X nem [/,—Ramsey

valamely p értékre. Ehhez olyan konstrukciora lenne sziikség, amely konstans szamu szint hasznal.

Egyelére azonban az euklideszi eseten kiviil nem ismert ilyen konstrukci6.



2. Aszimmetrikus Ramsey halmazok

Térjiunk vissza az euklideszi térbe. Legyen K1, Ko € R" olyan konfiguraciépar, hogy R” minden piros-
kék szinezése tartalmaz vagy Ki-el egybevagé piros, vagy Ko-vel egybevagé kék konfiguraciét. Ekkor
azt mondjuk, hogy K1 — K9 aszimmetrikusan Ramsey R"-ben, ezt R" — (K1,K>) -el jeloljiik. Ellenkez6
esetben az R" /4 (K1,K>) jelolést hasznaljuk.

Erdésék azt a specidlis sikbeli esetet vizsgaltdk, amikor az egyik konfiguraciét egy egységtavolsagu
pontparnak rogzitjiik, a masik konfiguracié tetszoleges. Igy a kérdés a kovetkezé: Milyen K konfi-
guraciokra teljesiil, hogy a sik minden piros-kék szinezésében vagy talalhato egységtavolsagua piros
pontpar, vagy K-val egybevagé kék konfiguracié?

Egyszerti meggondolas alapjan minden 3 vagy kevesebb pontu konfiguracié teljesiti a feltételeket.
Erdésék megmutattak, R® — (I9,l4) fennadll, és azt sejtették, hogy méas négyszogek, példaul az egy-
ségnégyzet is megfelelé valasztdasa K-nak. Néhany évvel késobb Juhdsz ennél tobbet bizonyitott,

megmutatta, minden 4 ponti konfiguracié teljesiti a feltételeket:

2.1. Tétel (Juhész [13]). Legyen K egy tetszéleges 4 ponti konfigurdcié. Ekkor R? minden megengedett
piros-kék szinezése tartalmaz K-val egybevdgé kék konfigurdcict. Azaz R* — (l9,K) minden 4 ponti K

konfigurdcié esetén fenndll.

Mar Erdésék cikkében is megjelent, hogy 1étezik olyan konfiguracié, mely nem tesz eleget a feltéte-
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leknek; ezt egy 10~“ pontu konfiguracié segitségével igazoltdk. Juhasz 12 pontu ellenpéldat mutatott,

kés6bb Csizmadia és T6th tovabb javitottak:

2.2. Tétel (Csizmadia-Té6th [3). Létezik egy 8 pontbdl dllé K konfigurdcié és R%-nek egy olyan piros-
kék szinezése, mely nem tartalmaz egységtdvolsdgi piros pontpdrt és minden K-val egybevdgé kon-
figurdcidnak legaldbb az egyik pontja piros. Vagyis létezik olyan 8 ponti K konfigurdcio, melyre
R" # (I2,K).

A feladatot magasabb dimenziés euklideszi terekre, illetve Minkowski terekre is altalanositjuk:
(R™, |I.lc) egy piros-kék szinezését megengedettnek neveziink, ha minden x,y € R" piros pontparra
lx—ylc #1 teljesul.

Jelolje k£, (C) azt a legnagyobb k& értéket, melyre teljesiil, hogy tetszoleges k£ pontd K konfiguracié ese-
tén (R, ||.ll¢) minden megengedett szinezésében létezik K-val izometrikus egyszina kék konfiguracio.
Az euklideszi norma esetén egyszertien a k, jel6lést hasznaljuk. Jeloljik *-gal, ha az egybevagésagi
transzformacidk helyett csak eltolasra szoritkozunk. Definicié alapjan rogzitett C-re &, (C) < k,(C).

Az el6z6ek alapjan 4 < kg < 8 ismert.

Szlam lemmai [20] alapjan a %, (C) értéke szoros kapcsolatban 4ll a tér kromatikus szamaval:

Szlam egyrészt megmutatta, hogy ha adott R”-nek egy megengedett piros-kék szinezése és egy olyan



k pontu K konfiguracié, hogy K minden eltoltjanak legalabb az egyik pontja piros, akkor a szinezés-
konfiguracié6 par segitségével megadhatjuk R™-nek egy j6 k-szinezését. Lemmajat kicsit altalanosabb

alakban is megfogalmazhatjuk:
2.3. Lemma. y([R",|.lc)<k%;(C)+1.

Igy Frankl és Wilson tétele alapjan k), és igy %, is legaldbb exponencidlisan novekszik.
Szlam azt is megmutatta, I. lemmaéja részben megfordithaté. Lemmadja szintén valtoztatas nélkiil

altalanosithaté Mikowski terekre:

2.4. Lemma. Ha y(R",|.llc) < k és ezt olyan k-szinezés igazolja, melyben a szinosztdlyok egymds
eltoltjai, akkor az eltoldsvektorokbdl dllé halmaz minden eltoltja a k-szinezés minden szinosztdlydbdl

pontosan 1-1 pontot tartalmaz, azaz k,(C) < k.
Szlam II. lemmajat a kovetkez6képp moédosithatjuk:

2.5. Lemma. Legyen P egységtdvolsdgot nem tartalmazé halmaz és tegyiik fel, hogy P, P + vy, P+
va...P +uvy lefedi a teret. Ekkor az eltoldsvektorok ellentettjeibél dllé konfigurdcié minden eltoltja

tartalmaz P-beli pontot, azaz k;(C) < k.

Bizonyitds. Megengedett szinezést kapunk, ha pirosnak valasztjuk P pontjait, a tébbi pontot kéknek.
Alljon K az eltolasvektorok ellentettjeibél, azaz K := {v =0,—v1,...,—vz}. Azt kell megmutatni, hogy
egy tetszoleges m vektorra K + m tartalmaz piros pontot: Ha v+ m € P, akkor készen vagyunk.

Ellenkez6 esetben létezik i index, hogy v+ m € P +v;, azaz m € P +v;, vagyis —v; + meP. O

Szlam II. lemméjanak segitségével tavaly megmutattuk, & < (8 +0(1))", illetve &5 (C) < (4 +o(1))".

Idén £, (C) értékére adunk exponencialis felsé korlatot.

Felso korlat %,,(C)-re

Els6 megfigyelésként elmondhatjuk, hogy %,(C) véges: Legyen y(R™,|.l¢c) = k. Az Erdés-de-Bruijn
tétel [1]] alapjan létezik egy véges K ponthalmaz, ami ezt tanusitja, azaz minden K-val egybeva-
g6 halmaz a k-szinezés minden szinosztalyabdl tartalmaz pontot. Valasszuk pirosnak a k-szinezés

egyik szinosztalyat, igy (R”, |l.llc) #~ (I2,K) teljesiil.

Tavaly Rogers [18] tételének kovetkezményeként azt is lattuk, hogy &, < (4+ o(l))n. A konstruk-
ci6 Minkowski terekre val6 altalanositasakor azonban érdekes nehézségbe titkoztiink. Idén ezt a

problémat sikeriilt kikiisz6b6lni: megmutatjuk, £,(C) legfeljebb exponencidlisan névekszik:

2.6. Allitas. Tetszéleges n dimenzids, C egységgombbel rendelkezé Minkowski tér esetén létezik olyan

(9 + o(1))n ponti K metrikus tér és (R",|.lc)-nek egy olyan megengedett piros-kék szinezése, hogy

n

minden K-val izometrikus halmaznak legaldbb az egyik pontja piros. Azaz k(C), < (9+0(1))



Bizonyitds. Legyen A olyan halmaz, melyre {C + 1|1 € A} a C test egy maximalis pakolasat hatarozza
meg. A pakolas maximalitdsa alapjan 2C minden eltolja tartalmaz A-beli pontot.

Legyen r = 1/2-o(1). Egyrészt megengedett szinezést kapunk, ha a P = {rC + 1|1 € A} halmazt
szinezziik pirosra. Masrészt az is vilagos, hogy ha K halmaz minden izometrikus K’ = {x1,...xp} pél-
danyara teljesiil, hogy Uy, ex {x; +rC} lefedi 2C egy eltoltjat, akkor (R", |.llc) ~ (I2,K).

Definialjuk a K halmazt a kovetkezéképp: Vegyiink (/2)C-nek egy maximalis elemszamu pakolasat
(2+1/4)C-ben és K legyen a kozéppontok halmaza az origéval kiegészitve. Ekkor K egy izometrikus
K' példanyara tovabbra is fennall, hogy a pontjai koré irt r/2 sugari egységgémbok maximalis elem-
szamu pakolast alkotnak (2 + 1/4)C valamely eltoltjaban, hiszen K’ pontjai maximum 2 t4vol lehet
az origé képétél, egymastol pedig legaldbb r tavolsdgra vannak. Igy a K’ pontjai kériili r sugard
egységgombok unidja tartalmaz egy legalabb 2 sugard egységgombit. Mivel 2C minden eltoltja tar-
talmaz A-beli pontot, igy valamelyik x; +rC is, tehat ennek a k6zéppontja, x; biztosan piros. Térfogat

szerinti becslés alapjan a pakolasban maximum (2+1/4)/(r/2) test vehet részt, igy |K| < (9+0(1))n. O

3. Tovabbi kérdések

A félév soran sok izgalmas kérdés meriilt fel, a tovabbiakban ezeken szeretnék még dolgozni.
Egyrészt tovabb szeretném vizsgalni az erésen Ramsey, illetve /,—Ramsey halmazok tulajdonsagait.
Azt lattuk, hogy tetszéleges p esetén minden haromszog [, —Ramsey. Vajon az is igaz, hogy minden
haromszog er6sen Ramsey?

Az 1,-(1,1,2) hdromszog esete tovabbi vizsgdlatokra szorul: mely p értékek esetén nem /o—Ramsey?

Milyen érdekes példak vannak nem /o—Ramsey, illetve nem exponencidlisan /o—Ramsey halmazra?

A Csizmadia-Té6th problémakor is még rengeteg érdekes kérdést tartalmaz:

A k,(C) fels6 korlatra adott konstrukcié Minkowski sikban is megfelel6, de kérdés, tudunk-e ennél
jobb korlatot adni? Illetve szeretnék érdekes specidlis eseteket keresve néhany esetet kiilon meg-
vizsgalni.

Ahogy lattuk, a feladat szoros kapcsolatban all a tér kromatikus szamaval, ami 6nmagaban is érde-
kes probléma: A pontos érték meghatarozasa mar sikban is meglehet6sen nehéz feladatnak bizonyul.
Egyszerti példdk mutatjak, hogy hét szin elég, de harom szin nem. Néhany éve de-Grey [12] meg-
mutatta: 5 < y(R2). Tehat euklideszi esetben a lehetséges valaszok: 5, 6 vagy 7. Nemrég Ismailescu
és tarsai [[7] a szabalyos 8, 10, illetve 12—szog altal meghatarozott Minkowski teret vizsgaltak és
megmutattak, ezekben az esetekben is legalabb 5 szin sziikséges. A masik irdanybdl kozelitve Chi-
lakamarri [2] tétele alapjan kis csicsszamu szabalyos sokszogek dltal meghatarozott Minkowski tér
esetén lehet javitani a 7-es felsé korlaton. Erdekes kérdés, hogy mely Minkowski sik esetén elegend

6 szin.
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