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Szivarvanyszinezések 2 feszit6fa uniojaban

A félév els6 felében a kovetkezs kérdést vizsgaltuk: adva van n cstiicson egy graf,
amely elgall 2 éldiszjunkt feszitéfa unidjaként; valamint adott egy szinezés az éle-
ken n — 1 szinnel tgy, hogy minden szin pontosan kétszer fordul el6. Dontsiik el
(akar algoritmikusan is), hogy mikor van 2 éldiszjunkt tarka feszitéfa a grafban
(egy fat most akkor hivunk tarkédnak, ha minden szinb&l pontosan 1 élt tartalmaz).

Els6 észrevételként megemlithetjiik, hogy a probléma relaxaltja, azaz egyetlen
tarka feszitéfa keresése megoldhaté polinom idében. Ekkor a kérdést ugyanis at-
fogalmazhatjuk matroid-metszet feladatta: ha M, a graf kérmatroidja, My pedig
egy particios matroid, melyben a particio-osztalyok megfelelnek a szinosztélyok-
nak, a hozzajuk tartozo kiiszob pedig 1; akkor egy tarka feszit6fa megfelel egy olyan
maximalis méret élhalmaznak, amely M; és M, szerint is fliggetlen. Ennek a
maximalis matroid-metszet feladatnak pedig polinom idében meg tudjuk keresni a
megoldésat, és csak azt kell ellenérizniink, hogy a valaszul kapott élhalmaz mérete
n — 1, vagy pedig kevesebb.

Az altalanos probléma ennél joval nehezebb, am néhany speciélis esetben ez is
megoldhato. Ha példaul a graf 2 csillag unidja, akkor konnyt megmutatni, hogy
mindig van 2 diszjunkt tarka feszit6fa. ElGszor tegyiik fel, hogy nincs parhuzamos
élpar, amely azonos szini (egy ilyen élpart ugyanis el lehetne hagyni a grafbol)
Azutén valasszunk egy parhuzamos élpart, és az egyik példanyt (e;) rekjuk be egy
T, élhalmazba, a masikat (es) egy To-be. Ezutan mar egyértelmiien egészithets
ki T} és T5 tarka feszitéfava két kiilonbozd 1épés iterdlasaval: az els6 lépésben a
maésik c(ey) szind élt rakjuk be Ty-be, és a méasik c(es) szind élt rakjuk be Ti-be.
A masodik tipust lépésben pedig az Gijonnan bevett élek parjat (azt az egyértelmi
élt, amelyet hozzavéve kor keletkezne) vegyiik be a masik T;-be. A fenti két 1épést
iteralva garantaljuk, hogy az aktualis lépésben T és T, is kormentes, és nem
tartalmaznak azonos szint éleket. Vagyis ha az algoritmus elakadas nélkiil végigfut,
akkor a végén két diszjunkt tarka festitéfat kapunk.

Ha az algoritmus valahol elakad, az csak tgy torténhet meg, hogy T és T;
egyiitt az eredeti grafnak egy feszitett részgrafjat adjak, melyben minden szin
pontosan 2-szer fordul el6. Ekkor megjegyezziik az aktualis Ti-es és Ts-t, a feszitett
részgrafot toriljiik, amivel visszavezetjiik a problémét egy kisebb grafra.

Hasonléan egy specialis szinezést grafrol megmutathato, hogy van benne két
tarka feszit6fa:

0.0.1. Allitas. Legyen G két feszit6fa unioja n ponton, és tegyiik fel, hogy nincs
benne parhuzamos él. Tegyiik fel, hogy az élei n — 1 szinnel vannak szinezve
ugy, hogy egy csucs kivételével minden csticsra igaz, hogy a ra illeszkedd élek
kozott szerepel egy szinosztaly mindkét tagja. Ekkor G-ben van két diszjunkt
tarka feszitdfa.



A bizonyitashoz sziikség lesz a két diszjunkt feszitéfaként elGallo grafok konst-
ruktiv karakterizacidjara:

0.0.2. Lemma. G graf el6all 2 diszjunkt feszitéfa unidjaként pontosan akkor, ha
az alabbi 2 lépések sorozataval megkaphato az 1 pontu tires grafbol:

e felvesziink egy 0j pontot, majd 6sszekotjiik 2 korabbi (nem feltétlentil kiilon-
boz6) ponttal

e egy uv élet felosztunk egy 1j w ponttal, és w-t Osszekotjiik egy korabbi w’
ponttal

Bizonyitds. Azt konnyt latni, hogy ha egy graf elGall a fenti 2 1épés ismétlésével,
akkor 2 diszjunkt feszitéfa unidja, hiszen ezt a tulajdonsagot mindkét tipusi lé-
pésnél megérzi. Ez a 2-foku pontra nyilvanvald; a harmadfokd pontnal tegyiik fel,
hogy wv él a T faban volt benne. Ekkor (77 \ {uv}) U{wv} U{wu} feszitéta lesz,
hiszen kérmentes: egy kor csak az Gj vw és wu éleken mehetne at, ekkor azonban
ezt a két élet Osszehizva uv éllé az eredeti T7 faban kapnank egy kort. Az uj Ts
szintén feszitéfa, mert csak az 4j w csticshoz huztunk be egy 1j élt

A mésik iranyt indukcioval bizonyitjuk; ehhez elég igazolni, hogy a 2 1épés bar-
melyikét visszacsinalva 2 diszjunkt feszit6fa uniovjat kapjuk. Vegyiik észre, hogy a
2 fa uniojaként elgallo grafokban mindig van legfeljebb 3-adfoku pont. Valéban,
kiilsnben az élek széma legalabb 4t = 2n > 2(n — 1) lenne, ahol 2(n — 1) a 2 fa
uni6jaként elgallo grafok élszama. Ugyanakkor minden csics foka legaldbb 2, hi-
szen mindkeét feszit6fabol illeszkedik ra legalabb 1 él. Tehat mindig tudunk talalni
2 vagy 3 foku pontot. Ha van 2 fokt pont a grafban, akkor mindkét feszitGfaban
els6foku lesz. A két ré illeszkedd élt torolve ekkor mindkét faban egy levél torlédik,
azaz tovabbra is 2 fa unidja lesz.

Most tegyiik fel, hogy van egy harmadfokd v csics, u, w és t szomszédokkal.
Ekkor azt kell igazolnunk, hogy a v-re illeszkedd 3 él torlése utan az ww, wt, tu
élek koziil egyet be tudunk gy huzni, hogy a kapott graf még két feszitéfa unioja
legyen. Ehelyett azt az erGsebb allitast igazoljuk, hogy wt és tu koziil az egyik
behtzasa megfelels lesz. Tegyiik fel ugyanis, hogy sem wt, sem tu behtizasa utan
nem marad 2 diszjunkt feszitéfa. Mivel v torlése és az 10j él behtzésa utan a
csucsok szama n — 1, az élek szama pedig 2(n — 1) — 3 4+ 1 = 2(n — 2), ezért
ez a Nash-Williams-tétel szerint csak tgy lehetséges, ha a kapott G’ grafban van
egy X halmaz, amely wt behuzasa utén sérti az i(X) < 2(|x| — 2) feltételt; és
van egy Y halmaz, amely tu behizésa utan sérti az i(Y) < 2(|Y| — 1) feltételt.
Azonban az élek behtizasa el6tt ezek a feltételek nem sériilhettek, hiszen elGtte volt
2 diszjunkt feszitéfa a grafban. Ez csak ugy lehetséges, hogy i(X) = 2(| X| — 1) és
iW(Y)=2(Y]|-1).



Ekkor azonban a szubmodularis egyenl6tlenség szerint
21X - D +2(]Y = 1) =i(X)4+i(Y)=i(XNY)+i(XUY) <

<2 XUY|—-1D)+2(|XNnY|—-1)=2(|X|—-1)+2(]Y| - 1),

ahonnan adodik, hogy (X UY) =2(|X UY| —1). Ugyanakkor i(X UY U {v}) =
(X UY)+3 az eredeti grafban, tehat i( X UY U{v}) =2|XUY|+1=2|XUY U
{v} —1>2(|XUY U{v}| —1), ami ellentmond annak, hogy az eredeti grafban
volt 2 diszjunkt feszitéfa.

Ezek utan ratérhetiink az allitas bizonyitasara. Ha a grafban van maéasodfoku
pont, akkor a feltétel szerint mindkét ré illeszkedd él azonos szind. Hagyjuk el a
pontot a 2 éllel egyiitt, a fenti lemma szerint tovabbra is 2 feszité unidja lesz a
graf. Tovabba mivel az elhagyott 2 él nem hurokél volt, mindkét él nem elhagyott
végpontjara tovabbra is teljesiilni fog, hogy van két azonos szind ra illeszkedd él.
Innen az allitas indukcioval adodik, hiszen a maradék graf n — 1 cstucsu 2(n — 2)
éllel és n — 2 darab 2 méretd szinosztallyal tigy, hogy minden csicsra illeszkedik 2
azonos szind él.

Most tegyiik fel, hogy van egy harmadfokt v csiics a grafban, a hdrom szom-
szédja legyen u,w és t. Feltehets, hogy vu és vt szine 1, vw szine pedig 2. A
lemma bizonyitdsaban latott ergsebb allitas szerint ekkor v torlése utan wt és wu
koziil az egyik behtuzéasa utan tovabbra is 2 feszitéfa unidja lesz a graf. Cimkézziik
fel ezt az 0j élt a 2 szinnel. Ezutan u-ra és t-re tovabbra is illeszkedik 2 azonos
szind él, hiszen a torolt élek szine naluk csak egyszer fordult el6. Valamint a w-re
illeszkedd 2 szint él torlése utan a ra illeszkedd 1j él szine 2 lett, igy ez a feltétel
ra is teljesiil. Innen az allitas indukcioval adodik.

Minimalis "gap" vagasokban

A félév méasodik részében egy tjabb téma vizsgalataba kezdtiink bele, amely azon-
ban kapcsolddik a fentiekben targyalt téméahoz: a motivaciot most is a 2 éldiszjunkt
feszitéfa uniojaként elgallo grafok adtak.

Az alapprobléma a kovetkezd: vegyiink egy grafot n csticson 2(n—1) éllel, amely
elgall 2 éldiszjunkt feszitéfa unidjaként, és szamozzuk meg az éleit az 1,2, ..., 2(n—
1) szamokkal. Az a sejtés, hogy a szamozast mindig meg tudjuk tgy csinalni, hogy
a graf valamennyi vagasaban van 2 szomszédos szammal cimkézett él.

Erdekesség, hogy ha vagasok helyette a graf koreire koveteljiik meg azt a tulaj-
donségot, hogy legyen benniik 2 szomszédos szam, akkor mindig meg tudjuk tugy
szamozni az éleket, hogy ez a feltétel teljesiiljon. Ehhez elég tekinteni a korabbi-
akban targyalt karakterizacidjat a 2 fa unidjaként elGallo grafoknak. Ha van egy



mésodfoktu pont, akkor a ré illeszkedd élekre irjuk ra a 2n — 2,2n — 3 szamokat,
majd a 2 élt a cstcesal egylitt toroljiik a grafbol. Ha pedig egy harmadfokt v pont
van, akkor toroljik a ra illeszkeds vu, vw, vt éleket, és htizzuk be a megfelels (pl ut)
élt. Indukcioval kapjuk ennek a grafnak egy szamozasat. Ha az ut él a k szamot
kapta, akkor a k-nal nagyobb szdmokat noveljiik meg 2-vel, és a vu,vw, vt élekre
irjuk rendre a k + 2,k + 1,k szdmokat. Ekkor a vu,vw, vt éleket elkeriil korok
tovabbra is teljesitik a tulajdonsagot. Ha egy kor a k, k + 1, vagy a k + 1,k + 2
cimkéji éleken megy at, akkor szintén teljesiil ra a feltétel. Ha pedig a k, k + 2
cimkéji éleken megy at, és ezeket az éleket elhagyva nincs benne 2 szomszédos
cimkéji él, akkor az eredeti szdmozés szerint a k cimkéji ut élnek vagy a k — 1
cimkéjd, vagy pedig a k + 1 cimkéjd parja rajta volt a koron. ElGbbi esetben a k
cimkéjd vt és a k— 1 cimkéji él, utobbi esetben pedig a k+ 2 cimkéjd vu és a k+ 3
cimkéji él lesz rajta a koron.

A probléma altalanosabban is megfogalmazhato: tekintsiink egy tetszéleges G
grafot e éllel, majd szamozzuk meg az éleit az 1,2, ..., e szamokkal Ggy, hogy min-
den vagasban legyen 2 olyan él, melyekre a nagyobb és kisebb cimke kiilénbsége
legfeljebb k (ennek persze csak akkor van értelme, ha a graf kétszeresen élosszefiig-
g6). Legyen K (G) a legkisebb ilyen k, amelyre van olyan szamozas, hogy minden
vagasban van legfeljebb k nagysagu "gap". Ezt a K(G) értéket szeretnénk meg-
hatarozni, vagy akar csak becsiilni.

Egy egyszert észrevétel a kovetkezs: tegyiik fel, hogy GG A-szorosan élossze-
fliggd (az is elég, hogy minden csics foka legalabb \), A > 2. Ekkor a szélességi

keresés alapjan a grafban van legfeljebb 2;‘;5 EZ:B + 1 hosszu kor. Szamozzuk meg

a kor éleit az 1,2,... k < 2;2981 B + 1 szamokkal, majd hazzuk ossze a kor pont-
jait, és iteraljunk. Ezutan tekintsiik az eredeti graf egy tetszGleges vagast, majd
keressiik meg az elsd olyan iteraciot, amely utan a kévetkezd kor belemetsz a va-
gésba Ekkor ebben a vagasban a kornek legalabb 2 éle is szerepel, igy ezen vagés

"gap"-je legfeljebb 2109(2 3 Ezzel megmutattuk, hogy egy \-élosszefiiggs grafra

K(G) < 2log (” D Az tovdbbra is nyitott kérdés, hogy ennél jobb becslést tudunk-e
mondani.

A két graf uniojakeént felirt grafokhoz hasonléan ebben az altalanosabb esetben
is kimondhatunk egy sejtést, amely néhany egyszerii eset vizsgalataval megindokol-
hato: K(G) < 14 min{|E| : F élhalmaz, G + E-ben van két diszjunkt feszitsfa}.
Az n csicsu O, kor esetén mindkét oldal n — 1, mig ha G-t a K, grafbol egy él
elhagyéasaval kapjuk, akkor mindkét oldal 2. Ugyanakkor a sejtésben egyenlGsé-
get nem allithatunk, mert példaul a Petersen-grafra a jobb oldal 4, mig létezik
élszamozas 3 méretd minimalis gap-pel.

Végezetiill megemlitjiik, hogy ennek a sejtésnek specialis esete a két fa unidjara
megfogalmazott sejtés, hiszen a korabbi sejtést elfogadva itt mindkét oldal 1 lesz.



