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Bevezetés

A parcialis differencidlegyenletek tanulmanyozasa, illetve megoldasa rendkiviil fontos teriilet
az alkalmazott tudomanyokban, mint példaul a fizikiban, kémiaban, mérnoki tudomanyokban.
Ezeknek az egyenleteknek gyakran reményteleniil nehéz zart alakban ,megoldoképletet” talalni,
ezért a megoldashoz tradicionalisan numerikus modszereket alkalmazunk. A hagyoményos vé-
geselem modszereknél egy fokkal Gjabb Otlet a neurélis halok ilyen célu alkalmazasa, amely igen
igéretes eredményekkel kecsegtet. Varhatéan bonyolultabb egyenletek néhédny pontbeli kozelits
értékét kevesebb informacié alapjan, kisebb hibahatérral képesek meghatarozni ezen eszkdzok
[3].

Célunk ebben a projektben egy, a Laplace-egyenletre mar mtik6dd programot gy modo-
sitani, hogy az a Poisson egyenlet megoldasara is alkalmas legyen. Ez varhatéan numerikusan
joval dragabb feladat, mint Laplace-egyenlet, hiszen — a Laplace-egyenlettel ellentétben — nem
elegendd informéaciot szerezniink a tartomény peremén a fiiggvényrsl, hanem valamilyen mérési
eredményeket be kell épiteniink a tartoméany belsejébdl is ahhoz, hogy sikeresen fel tudjuk térkeé-
pezni az f fliggvényt, és ezaltal a PDE megoldésat is. A megoldoprogram sziikséges modositasai
utan numerikus kisérleteket lesz célszert végezni azzal kapcsolatban, hogy mennyi informéciot
kell gytjteniink a tartomany hatéararol, illetve a belsejébdl, valamint hogyan strukturaljuk a
neuralis halot tgy, hogy az minél gazdasidgosabban oldja meg a Poisson-egyenletet, valamint
adott esetben mas PDE-ket is.



1. fejezet

Problémaftelvetés

Tekintsiik a szokésos Laplace-egyenletet. Legyen n € NT, Q C R™ 6sszefiiggs nyilt Lipschitz-
tartoméany, g: 02 — R.

Au(x =0 (ze)),

(@) (v e9) "
ulpqg (r) = g(z).

A parcialis differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy a —A operatorra vonatkozo alap-

megoldas, vagyis a —Au = dg(x) disztribicié értelemben vett PDE megoldésa:

— Ll han=2 xR\ {0},
En(x)::{ or 10 o, ham “€RA10) (1.2)

! han 23, zeR"\{0},

(n—=2)Snlz]3 =

ahol S,, az n dimenzios egységgémb (hiper)feliilete.
A [2] cikk miikéds modellt mutat arra, hogy egy nemtrivialis Q C R? tartoméany néhény
{z1,..., 2} pontjara vonatkozoan (1.1)) jo kozelits értékeit nyerhetjiik a kovetkezé modon:

e vegyiik 02 néhany pontjat ({z1,..., 2k} C 09),
e vegyiik ext () néhany pontjat y; ¢ Q,j € {1,...,J}
o tekintsiik a T, (7) := Ey(z — y;), Green-fiiggvényeket, valamint

o tekintsiink ekkor egy egyrétegi, stirti neurélis halot, amelyet az

{(Tyj (Zl)v Tyj (22>’ s 7Tyj (ZK))a (Tyj (I1>’ Tyj (xQ)v s ’Tyj (xM))} )

tanitohalmazon tanitunk,

e ckkor az NN elfogadhatoan pontos becsléseket ad az {u(z;) H< | értékek alapjan az {u(z;)}_,

fiiggvényértékekre ismert u harmonikus fliggvény esetén.

Célunk egy olyan NN fejlesztése — beleértve a tanitofiiggvények és az alappontok alkalmas
megvalasztasat — amely a Laplace egyenlet helyett képes bizonyos specialis f: €2 — R jobboldali
fiiggvények mellett a

Au(z) = @) (ze9) ",
ulgg (7) = g(x).

Poisson-egyenletnek is egy hasonloéan jo tulajdonsagokkal rendelkezé kozelité megoldasat meg-

adni.



VélhetGen ehhez az f fliggvény bizonyos helyettesitési értékeit is bele kell venni valamilyen
moédon a tanulohalmazba, valamint az alkalmazasokban eléforduld f fiiggvények esetén remény-
telen partikularis megoldast talalni, amivel — az alapmegoldasok mintajara — tanithatnank a
neuralis halot. Kérdés tehat, hogy az alapmegoldéshok helyett milyen fiiggvényeket alkalmaz-
zunk. Néhany intuitivan adodo elképzelés az alkalmazando T fliggvények tulajdonsigaira

e radidlis fliggvények, hiszen ortogonalis transzforméciokra a A operétor invarians

e a numerikus kezelhetdség érdekében a szingularitésaik (ha vannak) az  tartomany kilsé
pontjaiban lehetnek, hasonléan a kiindulasi problémahoz

e legyen az {AR,} halmaz linearis burka stri valamilyen norméaban (példaul ||.|| g1 norméa-
ban a H'(Q) fiiggvénytéren), hogy esélyiink legyen kiilonbozs, de megfeleléen altalanos
f jobboldalak esetére altaldnositani a modszert.

Ilyen jo tulajdonsagokkal rendelkezd fiiggvényosztalyra altalanos valaszt egyel6re nem isme-
rink. A || forras a (r) alaka fiiggvényeket javasolja hasonlo alkalmazésokra.

A probléma megoldésa soran esetleg érdemes lehet a NN-ban a stirti kotés helyett esetleg
alkalmas konvoltcios kotéseket hasznalni tobb réteggel, habar a médszer leginkabb egy linearis
regressziora emlékeztet, igy ez nem kecsegtet nyilvanvalo elényokkel.

Alakitsuk at a tanulohalmazt az alabbi moédon. Legyenek adottak 2 C R™ korlatos nyilt
Lipschitz-tartomany, valamint

e 1; € () néhany belsé pontja, ahol a fiiggvényértéket majd szeretnénk megtudni
e y; € R" alappontok, amelyekre

e R, radialis fiiggvényeket helyeziink, végiil

e 2, € 0f) hatarpontok.

Legyen tovabba az NN tanitohalmaza

((ARyj (X))7 (Ryy(zk))>7 (Ryj (x1)7 Ryj (m2)> R Ryj (mM))v

N J/
-~

inputok

ahol X = {z;}{_; U {Z/j}}']:r
Ekkor a teszthalmaz az

((f (1)), (9(2))), (- )

TV
inputok

alakot olti.
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